
APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA

G. DI FAZIO

1. I  N R

1.1. Definizioni.

Definizione 1.1. Denotiamo conR ≡ (R, + · ≤) un insieme, i cui elementi saranno
chiamati numeri reali, i quali soddisfano le seguenti proprietà:

1- (R, +) è un gruppo abeliano;
2- Indicando con0 l’elemento neutro dell’operazione+, (R \ {0} , ·) è un gruppo

abeliano;
3- a(b+ c) = ab+ ac∀a,b, c ∈ R;
4- (R, ≤) è totalmente ordinato;
5- x ≤ y ⇒ x+ z≤ y+ z, ∀z ∈ R ;
6- x ≤ y, z> 0 ⇒ xz≤ yz;
7- x ≤ y, z< 0 ⇒ xz≥ yz;
8- Assioma di Dedekind o della completezza ordinale. A, B ⊆ R, A ≤ B allora esiste
ξ ∈ R : A ≤ ξ ≤ B;

Comeè ben noto le proprietà precedenti - esclusa quella della completezza ordinale -
sono vere anche nel campo razionale. La differenza traQ eR sar̀a quindi nella propriet̀a
di completezza e nelle sue conseguenze.È noto che

Teorema 1.1.L’equazione x2 = 2 non ha soluzione inQ.

Dimostrazione.Il precedente teoremàe equivalente al fatto cheQ non verifica la propriet̀a
di completezza ordinale. Infatti, consideriamo le due classi (separate),

A = {q ∈ Q : q ≤ 0} ∪ {q ∈ Q : q > 0, q2 < 2}, B = {q ∈ Q : q > 0, q2 > 2}.

È immediato riconoscere cheA, B , ∅, A ≤ B, A ∪ B = Q. Tuttavia, la coppiaA, B
non ammette elemento separatore inQ. Infatti, supponiamoξ ∈ Q elemento separatore e
proviamo cheξ < A∪ B. Seξ ∈ A deve aversiξ > 0. Allora,(

ξ +
1
n

)2

= ξ2 +
2ξ
n
+

1
n2
≤ ξ2 +

2ξ + 1
n
.

Usando il postulato di Archimedèe possibile sceglieren ∈ N in modo che
(
ξ + 1

n

)2
< 2;

infatti basta prenderen > 2ξ+1
ε

. quindi ξ non pùo appartenere all’ insiemeA. In maniera
simile si prova cheξ < B da cui l’assurdo. �
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1.2. Estremi di un insieme numerico. SiaX ⊆ R un insieme non vuoto. Un numerok
si dice un maggiorante perX sex ≤ k ∀x ∈ X. Un numeroh si dice un minorante perX se
x ≥ h ∀x ∈ X. Un maggiorante che appartiene all’insiemeX si dice massimo mentre un
minorante che appartiene all’ insiemeX si dice minimo.

Teorema 1.2.Sia X⊆ R, X , ∅. Se X ammette massimo (minimo) questo è unico.

Dimostrazione.Segue immediatamente dalla definizione. �

Un insiemeX ⊂ R si dice limitato superiormente se ammette maggioranti mentre si
dice limitato inferiormente se ammette minoranti. Indichiamo conX∗, X∗ rispettivamente
l’insieme dei maggioranti e dei minoranti diX. SeX è limitato sia superiormente che
inferiormente si dir̀a limitato. Poniamo supX = minX∗ se il minimo esiste e poniamo
inf X = maxX∗ se il massimo esiste.

In generale inQ un insieme limitato pùo anche non avere estremi. InR invece ogni
insieme limitato ammette estremi. Ciò è equivalente all’ assioma di Dedekind. Infatti,

Teorema 1.3. le seguenti affermazioni sono equivalenti inR:
1- Assioma di Dedekind;
2- Ogni insieme non vuoto limitato superiormente ammette estremo superiore inR;
3- Ogni insieme non vuoto limitato inferiormente ammette estremo inferiore inR.

Dimostrazione.Proviamo che 1. implica 2. Data la coppia (X,X∗) si ha cheX ≤ X∗ e
quindi esisteξ ∈ R elemento separatore. Dal fatto cheX ≤ ξ si ha cheξ ∈ X∗ mentre
ξ ≤ X∗ dice cheξ = minX∗. Viceversa, sianoA, B ⊆ R due classi separate e non vuote.
Il fatto cheA ≤ B implica cheB ≤ A∗ e quindiA∗ , ∅. Allora ∃ supA = minA∗. Poich́e
ξ ∈ A∗, segueξ ≥ A e siccomeξ è il più piccolo dei maggioranti,ξ ≤ B da cuiA ≤ ξB
come si voleva. In modo simile si prova che 1. equivale a 3. �

Nel seguito adotteremo la seguente convenzione: SeX è un insieme non vuoto non
limitato superiormente porremo supX = +∞ mentre seX è un insieme non vuoto non
limitato inferiormente porremo infX = −∞.

Teorema 1.4.Sia X ⊂ R, X,X∗ , ∅. Allora un numero reale L è l’estremo superiore
dell’insieme X se e solo se:

(1) L ≥ x ∀x ∈ X;
(2) ∀ε > 0, ∃ xε ∈ X : L − ε < xε.

Dimostrazione.SeL è estremo superiore diX alloraè elemento diX∗ in quanto maggio-
rante e quindi la 1. Inoltre, siccomeL è il minimo dei maggioranti,L − ε non pùo essere
maggiorante e quindi la 2.

Viceversa, se valgono 1. e 2. abbiamo che la 1. implica cheL ∈ X∗ mentre la 2. dice
cheL − ε < X∗ e quindiL = minX∗. �

In modo simile si dimostra il seguente

Teorema 1.5.Sia X⊂ R,X,X∗ , ∅. Allora un numero l è estremo inferiore di X se e solo
se:

(1) L ≤ x ∀x ∈ X;
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(2) ∀ε > 0, ∃ xε ∈ X : l + ε > xε.

Definizione 1.2.Date due classi numeriche A, B separate e non vuote diciamo che sono
contigue se l’elemento separatore è unico.

Osservazione 1.1.Siano A, B due classi separate, A≤ B. Esse sono contigue se e solo
se si ha:supA = inf B.

Teorema 1.6.Due classi separate A, B, A≤ B, sono contigue se e solo se

(1.1) ∀ε > 0, ∃aε ∈ A,bε ∈ B : bε − aε < ε.

Dimostrazione.Usando l’osservazione precedente e le caratterizzazioni date dai teoremi
precedenti, possiamo dire che

(1.2) ∃aε ∈ A,bε ∈ B : ξ −
ε

2
< aε, ξ +

ε

2
> bε,

da cui

(1.3) bε − aε < ε.

Viceversa,

(1.4) 0≤ inf B− supA ≤ bε − aε < ε, ∀ε > 0

e quindi supA = inf B. �

Teorema 1.7(Radice aritmetica). Dati x > 0,n ∈ N, n ≥ 2 esiste un unico numero
ξ > 0 : ξn = x.

Il numeroξ la cui esistenzàe assicurata dal teorema si chiama radicen -esima aritmetica
di x e si indica con il simbolon

√
x.

Esempio 1.1.Come applicazione del teorema precedente studiamo l’equazione xn = a.
Nel caso in cui n è dispari, x ed a hanno lo stesso segno. Allora x è positivo e l’unica
soluzione è quella data dal teorema. Se n è pari, l’equazione ammette anche una soluzione
negativa− n

√
a e quindi se a> 0 e n pari, l’equazione ammette due soluzioni di segno

opposto± n
√

a. Supponiamo adesso a< 0. In tal caso - affinché l’equazione ammetta
soluzioni - n deve essere dispari ed inoltre x< 0. Abbiamo: xn = a ovvero(−x)n = −a da
cui −x = n

√
−a e quindi x= − n

√
−a. Se anche in questo caso conveniamo di indicare con

n
√

a l’unica soluzione dell’ equazione alloran
√

a = − n
√
−a.

Teorema 1.8.L’assioma di Dedekind implica la proprietà di Archimede.

Teorema 1.9.Sia x∈ R. L’insieme{q ∈ Z : q ≤ x} ammette massimo e, tale numero si
denota con[x].

Da ciò si ha:

(1.5) [x] ≤ x < [x] + 1, ∀x ∈ R.

Definizione 1.3(Potenza ad esponente razionale). Sia q= m
n , a > 0. Poniamo

(1.6) aq ≡ a
m
n ≡

n√
am =

(
n
√

a
)m
.
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Teorema 1.10.Si ha:

(1) aq · as = aq+s, ∀q, s ∈ Q;
(2) (aq)s = aqs, ∀q, s ∈ Q;
(3) aqbq = (ab)q, ∀a,b > 0q ∈ Q.

Teorema 1.11.Sia a> 1, x ∈ R. Allora le classi

(1.7) A = {ap : p ∈ Q, p < x}, B = {ap : p ∈ Q, p > x}

sono separate e contigue.

Definizione 1.4(Potenza ad esponente reale). Dato a> 1, x ∈ R poniamo

(1.8) ax ≡ sup{ap : p ∈ Q, p < x} = inf {ap : p ∈ Q, p > x} .

Nel caso in cui0 < a < 1 poniamo ax ≡ 1
( 1

a)
x , ∀x ∈ R.

Si ha:

Teorema 1.12. (1) ax · ay = ax+y, ∀x, y ∈ R;
(2) (ax)y = axy, ∀x, y ∈ R;
(3) axbx = (ab)x, ∀a,b > 0 x ∈ R.

Dalla definizione di potenza segue immediatamente

Teorema 1.13.Se a> 1, p > 0 allora risulta ap > 1.

Corollario 1.1. Si ha:
a > 1, x′ < x′′ ⇒ ax′ < ax′′

mentre
0 < a < 1, x′ < x′′ ⇒ ax′ > ax′′

Teorema 1.14.Dati a > 0, a , 1, b > 0 l’equazione ax = b ammette una ed una sola
soluzione x∈ R.

Definizione 1.5.La soluzione dell’ equazione ax = b si dice logaritmo di b in base a e si
denota conloga b.

Il successivo teorema raccoglie le proprietà principali del logaritmo.

Teorema 1.15. (1) aloga b = b; ∀a > 0,a , 1,b > 0
(2) loga(xy) = loga x+ loga y; ∀a > 0,a , 1, x, y > 0
(3) loga xp = p loga x; ∀a > 0,a , 1, x > 0, p ∈ R;
(4) loga x = logα x

logα a, ∀a, α > 0,a, α , 1, x > 0.

Definizione 1.6.Sia I ⊆ R un intervallo e sia S⊆ I L’insieme S si dice denso in I se

∀a,b ∈ I , a < b ⇒ ∃s ∈ S : a < s< b .

Vogliamo provare cheQ edR \ Q sono densi inR.

Lemma 1.1. Siano x, y ∈ R, x < y e sia0 < δ < y − x. Allora esiste n∈ Z tale che
x < nδ < y.
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Dimostrazione.Siam ∈ Z tale chemδ ≤ x < (m+ 1)δ. Poston = m+ 1 si ha: x < nδ.
Inoltre

nδ = (m+ 1)δ = mδ + δ ≤ x+ δ < x+ y− x = y .
�

Teorema 1.16.L’insiemeQ è denso inR.

Dimostrazione.Sianoa,b ∈ R cona < b Per il principio di Archimede esisten ∈ N tale
che 0< 1

n < b − a. Applicando il Lemma esistem ∈ Z tale chea < m · 1
n < b e quindi

a < m
n < b. �

Teorema 1.17.L’insiemeR \ Q è denso inR.

Dimostrazione.Siaθ ∈ R \Q. Supponiamoθ > 0 e sian tale cheθn < b−a. Per il Lemma
esistem ∈ Z tale chea < θ m

n < b e quindi la tesi conθm
n ∈ R \ Q perm , 0. Infatti, se

fosseθm
n ∈ Q allora si avrebbeθm

n ·
n
m = θ ∈ Q. �

1.3. Cenni di calcolo combinatorio. Nel seguito sar̀a utile adottare le seguenti conven-
zioni:

Definizione 1.7(Coefficienti binomiali). Posto0! = 1 e k! = (k−1)! k, ∀k ∈ N definiamo(
n
0

)
≡ 1, n ∈ N0(

n
k

)
≡

n!
k! (n− k)!

, 1 ≤ k ≤ n

I numeri
(
n
k

)
si dicono coefficienti binomiali.È utile osservare che

Teorema 1.18. (
n
k

)
=

(
n

n− k

)
,

(
n− 1
k− 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n
k

)
.

Dimostrazione.Immediata dalla definizione. �

Inoltre si ha:

Teorema 1.19(Formula del binomio di Newton).

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k, ∀a,b ∈ R ∀n ∈ N0.

Osservazione 1.2.I coefficienti binomiali presenti nella formula del binomio si possono
calcolare anche secondo lo schema seguente. Diciamo an,k =

(
n
k

)
. Allora si ha:

a1,1 = 1

an+1,k = an,k + an,k−1, 1 ≤ k ≤ n
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2. I  N C

2.1. La natura algebrica dei numeri complessi.PostoR2 ≡ R×R ≡ {(a,b) : a,b ∈ R}
diamo adR2 una struttura algebrica introducendo opportune operazioni.

Teorema 2.1.L’insieme(R2, + ·) è un campo con le seguenti operazioni:

(2.1) (a,b) · (c,d) = (a+ c,b+ d), (a,b) · (c,d) = (ac− bd,ad+ bc)

Dimostrazione.Basta verificare la definizione di campo. �

Definizione 2.1. Il campo di cui al teorema precedente si chiamerà il campo complesso
e sarà denotato conC.

Teorema 2.2.L’insiemeC0 è isomorfo aR.

Dimostrazione.Si verifica facilmente che l’applicazioneϕ : C0 → R è un isomorfismo.
�

Definizione 2.2.Dato un numero complesso z= (a,b) poniamo(0,1) = i, (1,0) = 1 e
otteniamo z= a + ib, dove a si chiama parte reale e b si chiama parte immaginaria. Il
numeroz̄= a− ib si dice coniugato di z.

Teorema 2.3.Per ogni z∈ C si ha:

z+ z̄= 2a, z− z̄= 2ib z1 + z2 = z̄1 + z̄2, z1 · z2 = z̄1 · z̄2, ¯̄z= z,

(
1
z

)
=

1
z̄

Definizione 2.3.Dato z∈ C poniamo|z| =
√

z · z̄. Il numero|z| si dice modulo del numero
complesso z.

Teorema 2.4.Si ha:
1- |z| ≥ 0, ∀z ∈ C e |z| = 0 se e solo se z= 0;
2- |Rez|, |Imz| ≤ |z| ≤ |Rez| + |Imz|,∀z ∈ C;
3- |z̄| = |z| ∀z ∈ C;
4- |z1 · z2| = |z1| · |z2|, ∀z ∈ C;
5-

∣∣∣1
z

∣∣∣ = 1
|z| , ∀z ∈ C;

6- |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, ∀z1, z2 ∈ C;
7- ||z1| − |z2|| ≤ |z1 ± z2|, ∀z1, z2 ∈ C;
8- x,−x ∈ R allora x ≤ |x|;
9- |x| ≤ a, −a ≤ x ≤ a, ∀a, x ∈ R.

2.2. la forma trigonometrica dei numeri complessi. I numeri complessi possono es-
sere scritti utilizzando le cosiddetteforma trigonometrica e forma esponenziale. Precisa-
mente indichiamo conθ l’angolo (con segno) formato dalla congiungente il numerozcon
0 e la semiretta asse reale positivo. Si ha:

z= |z| cosθ + |z| senθi = |z| (cosθ + i senθ) ≡ |z|eiθ.

Osservazione 2.1.Siano dati z1 = |z1|eiθ1, z2 = |z1|eiθ2. Allora z1 · z2 = |z1 · z2|ei(θ1+θ2).

Dall’ osservazione precedente segue subito la Formula di De Moivre
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Teorema 2.5(formula di De Moivre). Se z= |z|eiθ allora zn = |z|neinθ.

Affrontiamo adesso il problema della estrazione di radicen-esima nel campo comp-
lesso. Sia datoω ≡ reiϕ. Dobbiamo cercare - eventuali numeriz = %eiθ tali chezn = ω.
Ciò é come dire che deve accadere:

%n = r, nθ = ϕ + 2kπ, ∀k ∈ Z

e quindi
n
√
ω =

n
√
|ω|e

iϕ+2kπ
n .

Notiamo esplicitamente che, visto che lo sfasamento angolare tra due radici consecutive
è

Ak+1 − Ak =
ϕ + 2(k+ 1)π

n
−
ϕ + 2kπ

n
=

2π
n
.

Esempio 2.1.Calcolare le radici
n√
1. Tenuto presente che|1| = 1 e che arg(1) = 0, basta

applicare la formula da cui si ottiene
n√
1 = e

2kπi
n , k = 0,1, . . . ,n− 1.

Esempio 2.2.Calcolare il numero(1 + i)20. Trasformiamo il numero in forma trigono-
metrica,1+ i =

√
2ei π4 . Si ha:

(1+ i)20 = (
√

2ei π4 )20 = 210e5iπ = −210.

Esercizio 2.1.Risolvere l’equazione

(z|z|)2 = iz̄.

Prendendo i moduli di ambo i membri si ha:|z|4 = |z| da cui |z| = 1 oppurez = 0.
Quindi z = eiθ, θ ∈ R. Sostituendo nell’equazione data si ottienee3iθ = i da cui cos 3θ =
0, sen 3θ = 1 e quindi

z= ei( π6+
2kπ
3 ), k = 0,1,2.

Esercizio 2.2.Risolvere l’equazione

z4 = |z|4.

Dopo avere osservato chez = 0 è soluzione si ha:z4 ≥ 0 da cuiz = |z|eiθ con 4θ =
2kπ, k ∈ Z. ovvero le soluzioni sono i numeri reali ed i numeri immaginari.

Esercizio 2.3.Risolvere l’equazione

(2.2) zz̄+ 3(z− z̄) = 4− 3i .

Esempio 2.3.Dalla formula del binomio di Newton si possono ricavare le formule di
n-plicazione della trigonometria.

Infatti,

einθ = (cosθ + i senθ)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
cosn−k θik senk θ
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da cui segue

cosnθ =Re

 n∑
k=0

(
n
k

)
cosn−k θik senk θ

(2.3)

cosnθ =Im

 n∑
k=0

(
n
k

)
cosn−k θik senk θ

(2.4)

(2.5)

Per concludere, diamo qualche applicazione dei numeri complessi alla geometria. Se
a,b ∈ C, a , b poniamo

L(a,b) = L = {z ∈ C : z= a+ t(b− a), t ∈ R}.

Teorema 2.6.z ∈ L(a,b) se e solo se Re((z− a)i(b− a)) = 0.

Dimostrazione.Sez ∈ L(a,b) allora, dalla definizione

(z− a)i(b− a) = ti(b− a)(b− a) = −ti|b− a|2

da cui
(z− a)i(b− a) = iλ, λ ∈ R

e quindi la tesi.
Viceversa, Dal fatto cheRe((z− a)i(b− a)) = 0 segue che

(z− a)i(b− a) = is, s ∈ R

da cui
z= a+ t(b− a)

cont = −s s
|b−a|2 . �

Definizione 2.4.Siano a,b ∈ C. Diciamo che a e b sono paralleli se sono allineati con
l’origine. Allora a ‖ b se e solo se∃t ∈ R∗ : a = tb ovveroa

b ∈ R e quindi āb ∈ R, da cui
segue Im(ab̄) = 0.

Naturalmente da ciò segue subito chea ⊥ b se e solo sea ‖ ib e quindi Im(aib) = 0
ovveroRe(ab̄) = 0.

Sianoz0 = x0 + iy0,a+ ib ∈ C. Scriviamo la retta perz0 ortogonale al puntoa+ ib. Un
generico puntozdi tale retta deve essere tale chez−z0 ⊥ a+ib cioèRe((z−z0)(a+ ib)) = 0
da cui l’equazione della retta cheé:

a(x− x0) + b(y− y0) = 0.
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3. C  T  R

Definizione 3.1.Sia X⊆ R. Diremo che X è aperto inR se si verifica una delle seguenti
eventualità:

(1) X = ∅ oppure X= R;
(2) X =]a,b[ con a,b ∈ R, a < b;
(3) X =] −∞,a[ oppure X=]a,+∞[;
(4) X è unione di insiemi dei tipi precedenti.

La totalità degli insiemi aperti si dirà famiglia degli aperti diR o la topologia usuale
o euclidea diR.

Definizione 3.2.Diremo che un insieme X è chiuso inR seR \ X è aperto.

Esempio 3.1.Vediamo adesso alcuni sempli esempi di sottoinsiemi aperti o chiusi inR.

1. L’insieme[0,1] è chiuso e l’insieme{x0} formato da un sol punto è chiuso;
2. Q eR \ Q non sono nè chiusi nè aperti;
3. L’insieme vuoto,∅ e l’intero insieme dei numeri reali,R sono contemporanea-

mente aperti e chiusi;
4. L’insieme]0,1[ è aperto,N eZ sono entrambi chiusi.

Definizione 3.3.Dati c ∈ R, ed r > 0 chiamiamo sfera aperta di centro c e raggio r
l’insieme

Br(c) = {x ∈ R : |x− c| < r}

mentre l’insieme
Br(c) = {x ∈ R : |x− c| ≤ r}

si dice sfera chiusa di centro c e raggio r.

Teorema 3.1.un insieme A⊂ R è aperto se e solo se∀c ∈ A, ∃δ > 0 : Bδ(c) ⊂ A.

Dimostrazione.SiaA aperto e siac ∈ A. L’insiemeA è unione di intervalli aperti e quindi
c appartiene ad almento uno di essi. Supponiamo quindic ∈]a,b[⊂ A. Allora posto
δ = 1

2 min(c− a,b− c) si haBδ(c) ⊂ A.
Viceversa, dall’ipotesìe immediato cheA =

⋃
c∈A Bδ(c). �

Teorema 3.2.Sia X⊂ R un insieme chiuso e limitato inferiormente. Allora X ammette
minimo.

Dimostrazione.Siaa inf X ∈ R. Sea < X alloraa è interno al complementare e quindi
∃δ > 0 tale cheBδ(a) ⊂ R \ X cheè assurdo per la definizione di estremo inferiore.

�

In maniera del tutto simile si prova il seguente

Teorema 3.3.Sia X⊂ R un insieme chiuso e limitato superiormente. Allora X ammette
massimo.

Definizione 3.4.Sia X⊂ R e sia x0 ∈ R. Diciamo che x0 è di accumulazione per X se

Bε(x0) ∩ (X \ {x0}) , ∅ ∀ε > 0
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ovvero se
∀ε > 0 ∃xε ∈ X, xε , x0, xε ∈ Bε(x0).

L’insieme dei punti di accumulazione di X si chiama derivato di X e si indica con DX.

Esempio 3.2. Il derivato dell’intervallo [0,1] coincide con l’intervallo stesso. DN =
∅, DQ = R, D(R \ Q) = R.

Teorema 3.4.X ⊂ R è chiuso se e solo se DX⊂ X.

Dimostrazione.SeDX = ∅ la tesiè ovvia. In caso contrario siax0 ∈ DX; proviamo che
x0 ∈ X. Infatti, sex0 < X, avremmo - essendoR \ X aperto - cheBδ(x0) ∩ X = ∅ per un
opportunoδ > 0 e quindix0 non apparterrebbe aDX contro l’ipotesi.

Viceversa supponiamo cheDX ⊂ X e proviamo cheR \ X è aperto. La conclusionèe
ovvia negando la definizione di punto di accumulazione. �

Definizione 3.5.Se X⊂ R chiamiamoX̄ = X ∪ DX chiusura dell’ insieme X.

Osservazione 3.1.La chiusura è un insieme chiuso anzi, è il più piccolo chiuso conte-
nente X.

Definizione 3.6.Se x0 ∈ R non è interno all’insieme X e non è interno all’insiemeR \ X
si dice punto di frontiera per X. L’insieme dei punti di frontiera si indica con∂X

Si ha:

Teorema 3.5.
X ∪ DX = X ∪ ∂X .

Dimostrazione.Sia x0 ∈ X ∪ DX. Sex0 ∈ X non abbiamo nulla da provare. Sia quindi
x0 ∈ DX \ X. Allora,

∀ε > 0 ∃xε ∈ X ∩ B∗ε(x0)
e quindi nella sferaBε(x0) ci sono sia punti diX che diR \ X ovverox0 ∈ ∂X

Viceversa, siax0 ∈ X ∪ ∂X. Se x0 ∈ X non abbiamo nulla da provare. Sia quindi
x0 ∈ ∂X. Allora,

∀ε > 0 ∃xε ∈ X ∩ B∗ε(x0)
e quindix0 ∈ DX �

Definizione 3.7.Siano X,Y ⊂ R. Diciamo che X è denso in Y se X⊂ Y ⊂ X̄.

Osservazione 3.2.Vale la pena di notare che gli insiemiQ eR \Q sono densi inR anche
secondo la nuova definizione.

Nel seguito useremo il seguente

Teorema 3.6.Sia X⊂ R. Allora supX = supX̄, e inf X = inf X̄.

Dimostrazione.Proviamo l’eguaglianza per l’estremo superiore. Dall’inclusioneX ⊂
X̄ segue subito supX ≤ supX̄. Inoltre non pùo essere supX < supX̄. Infatti, dalla
seconda proprietà dell’estremo superiore applicata ad̄X avremmo che esiste ¯xε ∈ X̄ ∈
] supX, supX̄[ e quindi l’assurdo perch́e si avrebbero punti diX in ogni intorno di ¯xε. �
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4. L      

Definizione 4.1.Sia f : X ⊂ R→ R una funzione e siano x0 ∈ DX, l ∈ R̃. Diciamo che l
è il limite della funzione f -al tendere di x al punto x0 - quando

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ B∗δ(x0) ∩ X⇒ f (x) ∈ Bε(l).

In tal caso si suole scrivere
lim
x→x0

f (x) = l.

Esempio 4.1.La funzione f: R→ R mediante la legge f(x) = k, con k∈ R. Si ha:

lim
x→x0

f (x) = k, ∀x0 ∈ R .

Esempio 4.2.La funzione f: R→ R mediante la legge

f (x) =

1 x = 0;

0 x , 0 .

Si ha:
lim
x→0

f (x) = 0 .

Esempio 4.3.La funzione f: R→ R mediante la legge

f (x) =

1 x ≥ 0;

0 x < 0.

In questo caso il limite
lim
x→0

f (x)

non esiste.

Esempio 4.4.La funzione f: R→ R mediante la legge

f (x) =
1
|x|
, ∀x , 0 .

Si ha:
lim
x→0

f (x) = +∞ .

4.1. Prime propriet à dei liniti.

Teorema 4.1(di unicità). Sia f : X ⊂ R → R e siano x0 ∈ DX, l ∈ R̃. Se esiste
limx→x0 f (x) allora questo è unico.

Teorema 4.2.Sia f : X ⊂ R → R e siano x0 ∈ DX, l ∈ R̃. Supponiamo che esiste
limx→x0 f (x) = l ∈ R̃. Siano h, k ∈ R : h < l < k. Allora ∃ δ > 0 : risulta h < f (x) < k
in B∗(x0) ∩ X.

Teorema 4.3.Sia f : X ⊂ R → R e siano x0 ∈ DX, l ∈ R̃. Supponiamo che esiste
limx→x0 f (x) = l ∈ R̃. Allora ∃ limx→x0| f (x)| = |l|.

Il viceversaè falso tranne che nel casol = 0.
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Esempio 4.5. f (x) = x
|x| , x , 0.

Teorema 4.4(di confronto). Siano f,g : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
esistonolimx→x0 f (x) = l e limx→x0 g(x) = m. Allora l ≤ m.

Esempio 4.6. limx→0 senx = 0 segue dalla disuguaglianza| senx| ≤ |x| e dai teoremi
precedenti.

Esempio 4.7.limx→0 cosx = 1. Segue dalle disuguaglianze

|1− cosx| = 2 sen2
x
2
= 2

∣∣∣∣∣sen
x
2

∣∣∣∣∣2 < x2

2
e dai teoremi precedenti.

Esempio 4.8.

lim
x→0

senx
x
= 1.

Esempio 4.9.

lim
x→0

1− cosx
x2

=
1
2
.

Teorema 4.5.Sia f : X ⊂ R → R, x0 ∈ DX, l ∈ R. Supponiamo che∃ limx→x0 f (x) = l.
Allora ∃δ > 0, ∃k ∈ R : | f (x)| ≤ k ∀x ∈ X ∩ B∗δ(x0).

4.2. Operazioni con i limiti.

Teorema 4.6(della somma). Siano f,g : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
esistonolimx→x0 f (x) = l e limx→x0 g(x) = m. Allora∃ limx→x0( f + g)(x) = l +m.

Nel caso chel,m non sono finiti, l’unica eccezionèe data dal casol = +∞, m= −∞.

Teorema 4.7(del prodotto). Siano f,g : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
esistonolimx→x0 f (x) = l e limx→x0 g(x) = m. Allora ∃ limx→x0( f · g)(x) = l ·m.

Nel caso chel,m non sono finiti, l’unica eccezionèe data dal casol = ∞, m= 0.

Esempio 4.10. (1) limx→0+
1
x −

1
x = 0;

(2) limx→0+
1
x2 −

1
x = +∞;

(3) limx→0+
1
x −

1
x2 = −∞;

(4) limx→0+
(

1
x + sen1

x

)
− 1

x non esiste;

Esempio 4.11. (1) limx→0+ x1
x = 1;

(2) limx→0+ x 1
x2 = +∞;

(3) limx→0+(−x) 1
x2 = −∞;

(4) limx→0+
(
xsen1

x

)
1
x non esiste;

(5) limx→0+
(
xsen1

x

)
1
x2 non esiste e la funzione non è limitata.

Teorema 4.8(del reciproco). Sia f : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
limx→x0 f (x) = 0. Allora ∃ limx→x0

1
| f (x)| = +∞.
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Teorema 4.9(del reciproco). Sia f : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
limx→x0 | f (x)| = +∞. Allora ∃ limx→x0

1
f (x) = 0.

Teorema 4.10(del reciproco). Sia f : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
limx→x0 f (x) = l , 0. Allora ∃ limx→x0

1
f (x) =

1
l .

Teorema 4.11(del rapporto). Siano f,g : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Supponiamo che
esistonolimx→x0 f (x) = l, limx→x0 g(x) = m, 0. Allora ∃ limx→x0

f (x)
g(x) =

l
m.

L’unica eccezionèe data dal caso00 (oppure∞
∞
.)

N.B.: Da ora in poi le eccezioni saranno chiamate forme indeterminate.

Teorema 4.12(cambio di variabili nei limiti). Sia f : X ⊂ R → R e sia x0 ∈ DX. Sia
inoltre ϕ : Y→ X, y0 ∈ DY una funzione inettiva e suriettiva tale chelimy→y0 ϕ(y) = x0.
Allora esiste il limitelimx→x0 f (x) = l se e soltanto se esistelimy→y0 f (ϕ(y)) = l.

Esempio 4.12.

lim
x→+∞

xsen
1
x
= 1

Esempio 4.13.
lim
x→x0

senx = senx0

e
lim
x→x0

cosx = cosx0.

Infatti,

senx = sen((x− x0) + x0) = sen(x− x0) cosx0 + cos(x− x0) senx0

e si procede analogamente per il coseno.

Teorema 4.13(limiti delle funzioni monotone). Sia f : (a,b)→ R una funzione crescente
in (a,b). Allora,

1) ∃ lim
x→x−0

f (x) = sup
]a,x0[

f (x), ∀x0 ∈]a,b),

2) ∃ lim
x→x+0

f (x) = inf
]x0,b[

f (x), ∀x0 ∈ (a,b[.

Dimostrazione.Proviamo la 1). Posto sup]a,x0[ f (x) = l proviamo che limx→x−0
f (x) = l.

Ricordiamo le propriet̀a caratterizzanti l’ estremo superiore:

f (x) ≤ l ∀x ∈]a, x0[;

∀ε > 0 : ∃xε ∈]a, x0[ : l − ε < f (xε).

Per la monotonia si ha:

l − ε < f (xε) ≤ f (x) ≤ l < l + ε, ∀x ∈]a, x0[

da cui la tesi. La 2) si prova in modo analogo. Ovviamente un teorema simile vale per le
funzioni decrescenti. �
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Esempio 4.14.
lim
x→x0

xα = xα0, x0 > 0.

Supponiamo in un primo tempo che x0 = 1. Proviamo quindi che

lim
x→1

xα = 1, α , 0.

Supponiamoα > 0. La funzione risulta crescente e quindi basterà provare chesup{xα :
0 < x < 1} = 1. Ma ciò segue immediatamente dalla definizione di potenza ad esponente
reale. Infatti,

sup{xα : 0 < x < 1} = sup{qα : 0 < q < 1,q ∈ Q} = 1α = 1

Proviamo adesso chelimx→x0 xα = xα0, x0 > 0. Si ha:

lim
x→x0

xα = lim
x→x0

(
x
x0

)α
xα0 = lim

y→1
yαxα0 = xα0.

Usando la monotonia si può dimostrare inoltre che,

lim
x→0+

xα = 0, α > 0, lim
x→0+

xα = +∞, α < 0.

lim
x→+∞

xα = +∞, α > 0, lim
x→+∞

xα = 0, α < 0.

Esempio 4.15.In modo simile si può provare che:

lim
x→x0

ax = ax0, a > 0, a , 1

e anche
lim

x→−∞
ax = 0, α > 1, lim

x→−∞
ax = +∞, 0 < α < 1.

lim
x→+∞

ax = +∞, α > 1, lim
x→+∞

ax = 0, 0 < α < 1.

Esercizio 4.1.Studiare i limiti relativi alla funzioneloga x.

Esercizio 4.2.Calcolare i seguenti limiti:

(1) limx→0
tang 3x
sen 2x ,

(2) limx→+∞ xα sen1
x, α > 0.

(3) limx→1
(x−1)2

senπx ,

(4) limx→+∞
a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm , an,bm , 0,

4.3. Infinitesimi e confronti asintotici.

Definizione 4.2. Siano f,g : X ⊂ R → R due infinitesimi al tendere di x ad x0 cioè
limx→x0 f (x) = 0, limx→x0 g(x) = 0. Supponiamo che esista una terza funzioneσ : X ⊂
R → R, - infinitesima anch’essa - tale che f(x) = σ(x)g(x) in un intorno del punto x0.
In tal caso diremo che la funzione f è un infinitesimo di ordine superiore rispetto alla
funzione g e scriveremo f= o(g).

Teorema 4.14.Siano f,g : X ⊂ R → R due infinitesimi al tendere di x ad x0. Allora
f = o(g) se e solo selimx→x0

f (x)
g(x) = 0.
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Dimostrazione.ovvia. �

Teorema 4.15(principio di sostituzione). Siano f1 = o( f ), g1 = o(g). Allora esiste il
limite

lim
x→x0

f + f1
g+ g1

,

se e solo se esiste il limite

lim
x→x0

f
g
,

ed in tal caso sono uguali.

Dimostrazione.ovvia. �

Definizione 4.3.Siano f,g due infinitesimi al tendere di x ad x0. Diciamo che f e g sono
asintotiche al tendere di x ad x0 se f− g = o(g) e scriviamo f∼ g.

Teorema 4.16. f ∼ g se e solo selimx→x0

f (x)
g(x) = 1.

Proposizione 4.1.La relazione∼ è una relazione di equivalenza.

Esempio 4.16.senx ∼ x al tendere di x a zero.

Definizione 4.4.Diciamo che due infinitesimi f e g sono dello stesso ordine se∃λ , 0 :
f ∼ λg

Teorema 4.17. f e g sono dello stesso ordine se e solo selimx→x0

f (x)
g(x) , 0.

Esempio 4.17.Le funzioni1− cosx e x2 sono dello stesso ordine. Ciò si può esprimere
anche dicendo che

cosx = 1−
x2

2
+ o(x2)

in un intorno dell’ origine.

Come esempio di applicazione del concetto di infinitesimo studiamo gli asintoti ad un
diagramma cartesiano.

Definizione 4.5.Sia data una funzione f: (α,+∞[→ R. Se esistono a,b ∈ R tali che

f (x) = ax+ b+ o(1), x→ +∞

allora la retta di equazione r: y = ax+ b si dice asintoto destro per la funzione f. Se
a = 0 l’asintoto di dice orizzontale altrimenti si dice obliquo.

Teorema 4.18.La retta y = ax+ b è asintoto destro per la funzione f se e solo se la
distanza tra il diagramma della funzione e la retta asintoto è infinitesima al tendere di x
a +∞.

Teorema 4.19.La retta r : y = ax+ b è asintoto per f se e solo se

∃ lim
x→+∞

f (x)
x
= a, lim

x→+∞
f (x) − ax= b

e sono entrambi finiti.
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Esempio 4.18.

f (x) =
x

x+ 1
= 1−

1
x+ 1

= 1+ o(1)

quindi la retta y= 1 è asintoto orizzontale.

Esempio 4.19.

f (x) =
√

1+ x2 = x+ o(1),

quindi y= x è asintoto obliquo.

Esercizio 4.3.Determinare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni:

x
x3 + 1

,

√
x+ 1

x3 − x
,

x3 + 1
x2 + x+ 1

4.4. Alcune utili relazioni per i confronti asintotici. Sianoα, β = o(1). Si ha:

1. o(β) + o(β) = o(β);
2. o(β) − o(β) = o(β);
3. o(cβ) = o(β), c , 0;
4. co(β) = o(β), c , 0;
5. o(βn) = o(βk), n ≥ 2, 1≤ k ≤ n− 1;
6. (o(β))n = o(βn);
7. βno(β) = o(βn+1), n ∈ N;
8. o(βn)

β
= o(βn−1), n ≥ 1;

9.
(∑n

k=1 ckβ
k
)
= o(β), ck ∈ R;

10. o(o(β)) = o(β);
11. o(β + o(β)) = o(β);
12. α · β = o(β), α · β = o(α);
13. Seα ∼ β alloraα − β = o(α),α − β = o(β).

4.5. Successioni.

Definizione 4.6.Sia f : N → R. Per brevità poniamo an = f (n), ∀n ∈ N. Una tale
funzione si chiama successione a termini reali di termine generale an e, per comodità si
suole scrivere{an}.

Osserviamo che si ha:DN = ∅ma, pensandoN immerso inR̃, abbiamo che+∞ ∈ DN
e quindi l’unico limite che ha senso prendere in considerazioneè quello pern→ +∞. Per
questa ragione, quando si vuole indicare limn→+∞ an è sufficiente scrivere liman.

I teoremi sui limiti visti per le funzioni restano validi per le successioni in quanto
queste sono anche funzioni. Tuttavia, vale la pena di sottolineare che - per le successioni
- qualche risultato pùo essere enunciato in modo più preciso.

Dimostriamo ad esempio il seguente risultato:

Teorema 4.20.Ogni successione convergente è limitata.
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Dimostrazione.Siccome{an} è una funzione sappiamo già che essàe localmente limitata
ovvero che∃k ≥ 0, ∃ν ∈ N : ∀n > ν si ha: |an| ≤ k. Per provare che la successioneè
limitata è sufficiente notare che

|an| ≤ max(|a1|, |a2|, . . . , |aν|, k), ∀n ∈ N .

�

Esempio 4.20.lim n
√

a = 1.

Dimostrazione.Utilizziamo la disuguaglianza di Bernoulli - (1+ x)n ≥ 1+ nx, x > −1 -
scegliendox = a−1

n . Si ottiene immediatamente(
1+

a− 1
n

)n

≥ a, ∀n ∈ N,

da cui (supponiamoa > 1)

1 < n
√

a ≤ 1+
a− 1

n
, ∀n ∈ N,

e quindi la tesi passando al limite. Se 0< a < 1, osserviamo chen
√

a = 1
n
√

1
a

. �

Esempio 4.21.lim n
√

n = 1.

Dimostrazione.Poich́e n
√

n > 1 possiamo scriveren
√

n = 1 + δn con δn > 0. Si ottiene
quindi:

n = (1+ δn)
n =

n∑
k=0

(
n
k

)
δkn = 1+ nδn + · · · + δ

n
n >

(
n
2

)
δ2n =

n(n− 1)
2

δ2n

da cui

0 < δn <

√
2

n− 1
e quindi

n
√

n = 1+ δn→ 1.

�

Esempio 4.22.lim n
√

nα = 1 ∀α ∈ R.

Dimostrazione.Immediato dal precedente. �

Esempio 4.23.lim nk

n! = 0, ∀k > 0.

Dimostrazione.Postoan =
nk

n! si ha:

an+1

an
=

(
1+

1
k

)k 1
n+ 1

→ 0

e quindi
∃ν ∈ N : 0 < an+1 < an ∀n > ν
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da cui si ricava l’esistenza del limite per monotonia. La successione inoltreè convergente
perch́e è anche limitata. Passando al limite nella relazione

an+1 = an

(
1+

1
k

)k 1
n+ 1

segue che il limitèe zero. �

In modo simile si prova che

Esempio 4.24.lim kn

n! = 0, ∀k ∈ R.

Esempio 4.25. n√
n! = +∞, ∀k ∈ R.

Dimostrazione.Dobbiamo provare che

∀k > 0, ∃ν ∈ N :
n√
n! > k, ∀n > ν

ovvero

∀k > 0, ∃ν ∈ N :
kn

n!
< 1, ∀n > ν

ma cìo è evidentemente vero per quanto affermato nell’esempio precedente. �

Teorema 4.21(di passaggio tra le successioni e le funzioni). Sia f : X ⊂ R → R, x0 ∈

DX. Condizione necessaria e sufficiente affinché∃ limx→x0 f (x) = l ∈ R̃ è che risulti
∃ limn→+∞ f (xn) = l per ogni successione{xn} di elementi di X\{x0} tale chelimn→+∞ xn =

x0.

Dimostrazione.La condizionèe necessaria. Sia{xn} una successione di cui all’ enunciato.
Per ipotesi abbiamo:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : | f (x) − l| < ε ∀x ∈ X, x , x0, |x− x0| < δ.

Siccomexn→ x0 è lecito sostituirex conxn ottenendo

∀ε > 0 ∃ν ∈ N : | f (xn) − l| < ε

cheè quanto si voleva. La condizioneè sufficiente. Proviamolo ragionando per assurdo:
Supponiamo quindi che

∃ε̄ > 0 : ∀δ > 0 ∃xδ ∈ X, xδ , x0 : |xδ − x0| < δ⇒ | f (x) − l| ≥ ε̄.

Per ipotesi abbiamo che, per ogni successione di cui all’enunciato si ha:

∀ε > 0 ∃ν ∈ N : | f (xn) − l| < ε

ma cìo è in palese contrasto con la precedente affermazione e - per rendersene conto -
basta scegliereδ = n. �

Utilizzando il teorema precedente si può dimostrare in modo semplice che nessuno dei
seguenti limiti esiste:

lim
x→0

sen
1
x
, lim

x→+∞
senx, lim

x→+∞
cosx, lim

x→+∞
(−1)[x] x

x+ 1
.

Utilizzando il teorema precedente determiniamo adesso gli estremi della successione{qn}

al variare del numeroq ∈ R.
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Esercizio 4.4.Determinare gli estremi della successione{qn} al variare di q inR. Per
maggior semplicità eseguiamo lo studio distinguendo vari casi sul valore di q.

1. Supponiamo q> 1. In questo caso osserviamo che la funzione qx - e quindi la
successione - è crescente e quindi

sup
n∈N

qn = sup
x∈R

qx = lim
x→+∞

qx = +∞

ed inoltre

min
n

qn = q1 = q .

2. Supponiamo q= 1. In questo caso ovviamente si ha: qn = 1 ∀n ∈ N e quindi
minqn = maxqn = 1.

3. Supponiamo0 < q < 1. Ragioniamo come nel caso 1. osservando però che
stavolta la successione è decrescente pertanto

inf
n∈N

qn = inf
x∈R

qx = lim
x→+∞

qx = 0

ed inoltre

max
n

qn = q.

4. Supponiamo q= 0. In questo caso ovviamente si ha: qn = 0 ∀n ∈ N e quindi
minqn = maxqn = 0.

5. Supponiamo−1 < q < 0. Osserviamo che, essendo la base q negativa, la succes-
sione assume valori sia positivi che negativi. Da questa semplice considerazione
segue che, se si intende cercare l’estremo superiore, sarà sufficiente cercarlo tra
i termini del tipo q2n che risultano positivi mentre se si intende cercare l’estremo
inferiore sarà sufficiente cercarlo tra i termini del tipo q2n+1 che risultano negativi.
Si ha:

supqn = supq2n = sup(q2)n = q2, inf qn = inf q2n+1 = inf −(−q)2n+1 = −(−q) = q.

6. Supponiamo q= −1. In questo caso si ha: qn = (−1)n ∀n ∈ N e quindiminqn =

−1, maxqn = 1.
7. Supponiamo q< −1. Osserviamo che, come nel caso 5, la successione assume

valori di segno qualsiasi e quindi eseguiamo la ricerca degli estremi facendoci
guidare dal segno dei termini della successione. In questo caso la successione
non è limitata né inferiormente né superiormente. Infatti,

supqn = supq2n = lim q2n = +∞,

mentre

inf qn = inf q2n+1 = inf −(−q)2n+1 = lim −(−q)2n+1 = −∞.
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4.6. Il numero di Nepero. Il numero di Nepero - o numeroe - si pùo definire come
il limite di una particolare successione. Precisamente, consideriamo la successione di
termine generalean =

(
1+ 1

n

)n
. Per potere dire che il numero di Neperoè il limite di

questa successione dobbiamo spiegare che la sucessione converge. La successione{an} è
crescente, quindi regolare. Infatti, si ha:

an

an−1
=

(
n+ 1

n

)n (
n− 1

n

)n−1

=

(
n+ 1

n

)n (
n− 1

n

)n 1

1− 1
n

=

(
n2 − 1

n2

)n 1

1− 1
n

(4.1)

=

(
1−

1
n2

)n 1

1− 1
n

≥ 1(4.2)

(4.3)

doveè stata utilizzata la disuguaglianza di Bernoulli conx = − 1
n2 . Invece di provare

che la successionèe limitata superiormente, prendiamo in considerazione un’altra suc-

cessione. Siabn =
(
1+ 1

n

)n+1
. In modo simile a quanto fatto peran proviamo chebn è

decrescente. Si ha:

bn

bn−1
=

(
n+ 1

n

)n+1 (
n− 1

n

)n

=

(
1−

1
n2

)n (
1+

1
n

)
(4.4)

≤

(
1−

1
n2

)n (
1+

1
n2

)n

=

(
1−

1
n4

)n

< 1(4.5)

(4.6)

dove è stata utilizzata la disuguaglianza di Bernoulli conx = 1
n2 . La successionebn è

percìo regolare in quanto monotona e convergente perché limitata. Poich́e evidentemente
an ≤ bn, ∀n ∈ N, segue che anchean è limitata e quindi converge. Dopo di ciò ha senso
porre

e= lim
n→+∞

(
1+

1
n

)n

.

Utilizzando la definizione di limitèe facile verificare che

e= lim
n→+∞

(
1+

1
xn

)xn

per ogni successionexn → +∞ e anche per ogni successionexn → −∞. Utilizzando il
teorema di passaggio tra le successioni e le funzioni (4.21) infine si trova

e= lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

,

e anche

e= lim
x→−∞

(
1+

1
x

)x

.



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 21

4.7. Limiti dedotti dal numero e. In questa sezione ricaviamo alcune relazioni notevoli
a partire dalla definizione del numero di Nepero.

(1)

lim
x→+∞

(
1+
λ

x

)x

= eλ, ∀λ ∈ R.

Seλ > 0, postox = λt si ha:

lim
x→+∞

(
1+
λ

x

)x

= lim
t→+∞

[(
1+

1
t

)t]λ
= eλ.

Il casoλ < 0 si riconduce al precedente con la sostituzionex = −t.
(2)

lim
x→0

(1+ x)1/x = e.

Ponendox = 1
y si ha:

lim
x→0+

(1+ x)1/x = lim
y→+∞

(
1+

1
y

)y

= e

e similmente si procede per il limite dalla sinistra.
(3)

lim
x→0

log(1+ x)
x

= 1.

Si ha:

lim
x→0

log(1+ x)
x

= lim
x→0

log(1+ x)1/x = 1.

Il risultato si pùo anche scrivere nella forma

log(1+ x) = x+ o(x), x→ 0.

(4)

lim
x→0

ax − 1
x
= loga, a > 0, a , 1.

Postoax − 1 = t si ha:

lim
x→0

ax − 1
x
= lim

t→0

t
log(1+ t)

loga = loga.

Il risultato si pùo anche scrivere nella forma

ax = 1+ x loga+ o(x), x→ 0.

(5)

lim
x→0

(1+ x)α − 1
x

= α, α ∈ R.

Posto (1+ x)α − 1 = t si ha:
(1+ x)α − 1

x
=

t
log(1+ t)

α
log(1+ x)

x
→ α.

Il risultato si pùo anche scrivere nella forma

(1+ x)α = 1+ αx+ o(x), x→ 0.
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A titolo di applicazione dei risultati precedenti concludiamo questo paragrafo con alcuni
esempi.

Esempio 4.26.

lim
x→+∞

(
1+ 2 sen

1
x

)x

= lim
x→+∞

exp

(
x log

(
1+ 2 sen

1
x

))
=(4.7)

= lim
x→+∞

exp

(
x log

(
1+

2
x

))
= lim

x→+∞
exp

(
x
2
x

)
= e2.(4.8)

Esempio 4.27.

lim
x→0

3√
1− 3x− 1

x
= lim

x→0

1+ 1
3(−3x) + o(x) − 1

x
= −1.

Esempio 4.28.

lim
x→0

5x − 7x

x
= lim

x→0

1+ x log 5+ o(x) − 1− x log 7+ o(x)
x

= log
5
7
.

Esempio 4.29.

lim
n!
nn
= 0.

Posto an = n!
nn , si ha:

an+1

an
=

( n
n+ 1

)n

< 1, ∀n ∈ N,

e quindi la successione risulta monotona decrescente, limitata quindi convergente. Infine,
posto l il limite della successione,

an+1 =

( n
n+ 1

)n

an,

e passando al limite si ottiene l= 0.

4.8. Esercizi. In questo paragrafo svolgiamo parecchi esempi allo scopo di illustrare la
tecnica dei confronti asintotici. Da un uso accorto di questa tecnica segue la possibilità di
calcolare molti limiti senza difficoltà.

Esercizio 4.5.Calcolare il limite

lim
x→+∞

(
3+ xα

2+ x

)x

, α ∈ R .

Il campo di esistenza della funzione assegnata è dato dalle seguenti condizioni:

(4.9) 2+ x , 0 ,
3+ xα

2+ x
> 0 .

Le condizioni sono certamente verificate al tendere di x a+∞ e quindi il punto+∞ è
punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Per calcolare il limite
scriviamo

(4.10)

(
3+ xα

2+ x

)x

= ex log
(

3+xα
2+x

)
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e studiamo il limite dell’esponente. Notiamo che

(4.11) lim
x→+∞

3+ xα

2+ x
=


+∞ seα > 1;

1 seα = 1;

0 se0 < α < 1.

Infatti, nel casoα , 1 la cosa è evidente. Supponiamoα = 1. Si ha:

(4.12) lim
x→+∞

x log
3+ x
2+ x

= lim
x→+∞

x log

(
1+

3+ x
2+ x

− 1

)
= lim

x→+∞
x

(
3+ x
2+ x

− 1

)
= 1 .

Esercizio 4.6.Calcolare il limite

lim
x→0+

sen2 x

log(1+
√

x)
.

La funzione è definita per x> 0 e quindi0 è punto di accumulazione per il campo di
esistenza. Si ha:

(4.13) lim
x→0+

sen2 x

log(1+
√

x)
= lim

x→0+

(x+ o(x))2

√
x+ o(

√
x)
= lim

x→0+

x2

√
x
= 0 .

Esercizio 4.7.Calcolare il limite

lim
x→0+

log(1+ senx)
x

.

La funzione è definita quando sono soddisfatte le condizioni

x , 0 , senx > −1 .

Siccomelimx→0 1 + senx = 1, per il teorema della permanenza del segno, le condizioni
sono soddisfatte certamente in un conveniente intorno dell’origine. Inoltre,

(4.14) lim
x→0+

log(1+ senx)
x

= lim
x→0+

senx+ o(senx)
x

= lim
x→0+

senx
x
= 1 .

Esercizio 4.8.Calcolare il limite

lim
x→0

x4 log(1+ x3)
1− cosx

.

La funzione è definita quando sono soddisfatte le condizioni

1− cosx , 0 , 1+ x3 > 0 .

Siccomelimx→0 1+ x3 = 1, per il teorema della permanenza del segno, esiste un intorno
dell’origine nel quale risulta1+ x3 > 0. Inoltre, la condizione1− cosx , 1 è soddisfatta
almeno nell’intorno bucato di centro0 e raggioπ. Da ciò segue che l’origine è punto di
accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Inoltre si ha:

(4.15) lim
x→0

x4 log(1+ x3)
1− cosx

= lim
x→0

x4(x3 + o(x3))

1−
(
1− x2

2 + o(x2)
) = lim

x→0

x7

x2/2
= 0 .
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Esercizio 4.9.Calcolare il limite

(4.16) lim
x→0

1− cosx+ log(1+ x)
ex − 1

.

La funzione è definita quando sono soddisfatte le condizioni

ex − 1 , 0 , 1+ x > 0 .

Siccomelimx→0 1+ x = 1 e ex−1 , 0 per x, 0, le condizioni sono certamente soddisfatte
in un intorno dell’origine e quindi l’origine è punto di accumulazione per il campo di
esistenza della funzione. Inoltre si ha:

lim
x→0

1− cosx+ log(1+ x)
ex − 1

= lim
x→0

1− (1− x2

2 + o(x2)) + x+ o(x)

1+ x+ o(x) − 1
(4.17)

= lim
x→0

x2

2 + x

x
= lim

x→0

x+ o(x)
x

= 1 .

Esercizio 4.10.Calcolare il limite

(4.18) lim
x→0+

log(senx)
log x

.

Il punto 0 è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Il limite
proposto si presenta nella forma∞

∞
. Si ha:

(4.19) lim
x→0+

log(senx)
log x

= lim
x→0+

log(x+ o(x))
log x

= lim
x→0+

log x
log x

= 1 .

Esercizio 4.11.Calcolare il limite

(4.20) lim
x→0+

e
√

senx − 1
√

x
.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.21) lim
x→0+

e
√

senx − 1
√

x
= lim

x→0+

1+
√

senx+ o(
√

senx) − 1
√

x
= lim

x→0+

√
senx

x
= 1 .

Esercizio 4.12.Calcolare il limite

(4.22) lim
x→0

√
1+ tangx−

√
1− tangx

senx
.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

lim
x→0

√
1+ tangx−

√
1− tangx

senx
= lim

x→0

1+ 1
2 tangx+ o(tangx) −

(
1− 1

2 tangx+ o(tangx)
)

senx

(4.23)

= lim
x→0

tangx
senx

= lim
x→0

1
cosx

= 1 .(4.24)
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Esercizio 4.13.Calcolare il limite

(4.25) lim
x→0

sen 2x
tang 3x

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.26) lim
x→0

sen 2x
tang 3x

= lim
x→0

2x+ o(x)
3x+ o(x)

=
2
3
.

Esercizio 4.14.Calcolare il limite

(4.27) lim
x→0

√
x2 + x+ 1− 1

x
.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

lim
x→0

√
x2 + x+ 1− 1

x
= lim

x→0

1+ 1
2(x2 + x) + o(x) − 1

x
(4.28)

= lim
x→0

1
2

x2 + x
x
= lim

x→0

1
2

x+ o(x)
x

=
1
2
.

Esercizio 4.15.Calcolare il limite

(4.29) lim
x→+∞

xsen
1
x
.

La funzione è definita in un intorno di+∞. Si ha:

(4.30) lim
x→+∞

xsen
1
x
= lim

x→+∞
x

(
1
x
+ o

(
1
x

))
= 1 .

Esercizio 4.16.Calcolare il limite

(4.31) lim
x→+∞

xex sen

(
e−x sen

2
x

)
.

La funzione è definita in un intorno di+∞. Si ha:

(4.32) lim
x→+∞

xex sen

(
e−x sen

2
x

)
= lim

x→+∞
xex

(
e−x sen

2
x

)
= lim

x→+∞
xsen

2
x
= lim

x→+∞
x
2
x
= 2 .

Esercizio 4.17.Calcolare il limite

(4.33) lim
n→+∞

(
1+ sen

1
n

)n2(21/n−1)

.

Si tratta del limite di una successione. Si ha:

lim
n→+∞

(
1+ sen

1
n

)n2(21/n−1)

= lim
n→+∞

en2(21/n−1) log(1+sen1
n)(4.34)

= lim
n→+∞

en2(1/n log 2)(sen1
n)

= lim
n→+∞

en log 2( 1
n) = 2 .
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Esercizio 4.18.Calcolare il limite

(4.35) lim
n→+∞

(
1+ tang2 1

n

) 1

log2( n+1
n )
.

Si tratta del limite di una successione e a causa della forma nella quale si presen-
ta, trasformiamo la successione usando la definizione di logaritmo e studiamo il limite
dell’esponente. Si ha:

(4.36) lim
n→+∞

log(1+ tang2 1
n)

log2
(

n+1
n

) = lim
n→+∞

tang2 1
n

1
n2

= lim
n→+∞

 tang1
n

1
n

2

= 1

e quindi il limite richiesto vale e.

Esercizio 4.19.Calcolare il limite

(4.37) lim
x→0

√
x+ 4− 2
sen 5x

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.38) lim
x→0

√
x+ 4− 2
sen 5x

= lim
x→0

2
√

1+ x
4 − 2

5x+ o(x)
= lim

x→0
2

1+ 1
2 ·

x
4 + o(x) − 1

5x
= lim

x→0

x
4

5x
=

1
20
.

Esercizio 4.20.Calcolare il limite

(4.39) lim
x→0+

(
1+

4
x

)x+3

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.40) lim
x→0+

exp (x+ 3) log

(
1+

4
x

)
= +∞ .

Esercizio 4.21.Calcolare il limite

(4.41) lim
x→0

1− cosx
1− cosx

2

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.42) lim
x→0

1−
(
1− x2

2 + o(x2)
)

1−
(
1−

(
x
2

)
1
2 + o(x2)

) = lim
x→0

x2

2
x2

8

= 4 .

Esercizio 4.22.Calcolare il limite

(4.43) lim
x→+∞

(
1+

4x
x2 + 1

) 1−2x2
x+1

.
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La funzione è definita in un intorno in+∞. Si ha:

lim
x→+∞

(
1+

4x
x2 + 1

) 1−2x2
x+1

= lim
x→+∞

exp
1− 2x2

x+ 1
log(1+

4x
x2 + 1

(4.44)

= lim
x→+∞

exp
1− 2x2

x+ 1
4x

x2 + 1
= e−8 .

Esercizio 4.23.Calcolare il limite

(4.45) lim
x→0

tang2 x
xsenx

.

La funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

(4.46) lim
x→0

tang2 x
xsenx

= lim
x→0

(x+ o(x))2

x(x+ o(x))
= 1 .

Esercizio 4.24.Calcolare il limite

(4.47) lim
x→+∞

xα

eεx
, α, ε > 0 .

La funzione è definita in un intorno di+∞. Proviamo che si ha:

(4.48) ex ≥ x ∀x ∈ R .

Infatti, per induzione su n∈ N, si ha:

(4.49) en ≥ n+ 1 ∀n ∈ N

e quindi,

(4.50) ex ≥ e[x] ≥ [x] + 1 > x ∀x > 0, .

Allora,

(4.51) eεx =
(
exp

εx
α + 1

)(α+1)

≥

(
εx
α + 1

)(α+1)

=

(
ε

α + 1

)(α+1)

x(α+1) ≡ cxα+1

da cui

(4.52) 0<
xα

eεx
≤

1
cx
→ 0 .

Esercizio 4.25.Calcolare il limite

(4.53) lim
t→+∞

logα t
tε
, α, ε > 0 .

La funzione è definita in un intorno di+∞. Mediante la sostituzionelog t = x, si ottiene

(4.54) lim
t→+∞

logα t
tε
= lim

x→+∞

xα

eεx
= 0 .

Esercizio 4.26.Calcolare il limite

(4.55) lim
x→0+

xε | log x|α , α, ε > 0 .
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La funzione è definita in un intorno destro dell’origine. Mediante la sostituzione t= 1
x, si

ottiene

(4.56) lim
x→0+

xε | log x |α = lim
t→+∞

t−ε | log t |α = lim
t→+∞

logα t
tε
= 0 .

Esercizio 4.27.Calcolare il limite

(4.57) lim
t→−∞
|t|αeεt , α, ε > 0 .

La funzione è definita in un intorno di−∞. Mediante la sostituzione x= −t, si ottiene

(4.58) lim
t→−∞
|t|αeεt = lim

x→+∞
xαe−εx = lim

x→+∞
xαe−εx = 0 .

Esercizio 4.28.Provare che il limite

(4.59) lim
x→0
|x |

1
x

non esiste. Proviamo che il limite non esiste facendo vedere che il limite destro è diverso
dal limite sinistro. Infatti,

(4.60) lim
x→0+
|x |

1
x = lim

x→0+
e

1
x log x = 0

mentre

(4.61) lim
x→0−
|x |

1
x = lim

x→0+
e

1
x log−x = +∞ .

Esercizio 4.29.Calcolare il limite

(4.62) lim
x→ π2

−
(tangx)

√
cosx .

La funzione è definita in un intorno sinistro diπ2. Si ha:

lim
x→ π2

−
(tangx)

√
cosx = lim

x→ π2
−
exp
√

cosx log tangx(4.63)

= lim
x→ π2

−
exp(
√

cosx log senx) · exp(−
√

cosx log cosx) .

Siccome

(4.64) lim
x→ π2

−

√
cosx log cosx = lim

y→0

√
y logy = 0

allora il limite richiesto vale1.

Esercizio 4.30.Calcolare il limite

(4.65) lim
n→+∞

n−
√

1+ n2

n− ncos1
n

.
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Si ha:

lim
n→+∞

n−
√

1+ n2

n− ncos1
n

= lim
n→+∞

1−
√

1+ 1
n2

1− cos1
n

= lim
n→+∞

1−
(
1+ 1

2n2 + o
(

1
n2

))
1−

(
1− 1

2n2 + o
(

1
n2

))(4.66)

= lim
n→+∞

− 1
2n2

1
2n2

= −1 .

Esercizio 4.31.Calcolare il limite

(4.67) lim
x→0

1− cosx3

xsenxcosx
.

la funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

lim
x→0

1− cosx3

xsenxcosx
= lim

x→0

1
cosx

1−
(
1− x2

2 + o(x2)
)3

x(x+ o(x))
= lim

x→0

1
cosx

1−
(
1− x2

2

)3

x2
(4.68)

= lim
x→0

1
cosx

1−
(
1− 3x2

2 + o(x2)
)

x2
= lim

x→0

1
cosx

3x2

2

x2
=

3
2
.

Esercizio 4.32.Calcolare il limite

(4.69) lim
x→ π2

1− senx
π
2 − x

.

La funzione è definita in un intorno bucato del puntoπ2. Si ha:

lim
x→ π2

1− senx
π
2 − x

= lim
x→ π2

1− senx− π2 +
π
2

π
2 − x

= lim
x→ π2

1− cos
(
x− π2

)
π
2 − x

(4.70)

= lim
y→0
−

1− cosy
y

= lim
y→0
−

1−
(
1− y2

2 + o(y2)
)

y

= lim
y→0
−

y2

2

y
= 0 .

Esercizio 4.33.Calcolare il limite

(4.71) lim
x→0+

2
√

x − 1
4√
1− cosx

La funzione è definita in un intorno destro dell’origine. Si ha:

(4.72) lim
x→0+

2
√

x − 1
4√
1− cosx

= lim
x→0+

1+
√

x log 2+ o(
√

x) − 1

4

√
1−

(
1− x2

2 + o(x2)
) = log 2

√
x

4
√

x2

2

=
4√
2 log 2.

Esercizio 4.34.Calcolare il limite

(4.73) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 1− x
)
.
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La funzione è definita in un intorno di+∞. Si ha:

(4.74) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 1− x
)
= lim

x→+∞
x2

√1+
1
x2
− 1

 = lim
x→+∞

x2

(
1+

1
2x2
− 1

)
=

1
2
.

Esercizio 4.35.Calcolare il limite

(4.75) lim
x→0

(
1+ x2

)1/x
− 1

x
.

La funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

lim
x→0

(
1+ x2

)1/x
− 1

x
= lim

x→0

exp
(

log(1+x2)
x

)
− 1

x
= lim

x→0

exp
(

1
x(x2 + o(x2))

)
− 1

x
(4.76)

= lim
x→0

ex − 1
x
= 1 .

Esercizio 4.36.Calcolare il limite

(4.77) lim
x→+∞

(
3x2 − x
1+ x2

+ cos
√

x

)2x

.

La funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

(4.78)

(
3x2 − x
1+ x2

+ cos
√

x

)2x

≥

(
3x2 − x
1+ x2

+ −1

)2x

>

(
3
2

)2x

→ +∞ .

Esercizio 4.37.Calcolare il limite

(4.79) lim
x→0+

√
1− e−x

√
x
.

La funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

(4.80) lim
x→0+

√
1− e−x

√
x
= lim

x→0+

√
1− (1− x+ o(x))

√
x

= lim
x→0+

√
x
√

x
= 1 .

Esercizio 4.38.Provare che il limite

(4.81) lim
x→−∞

1− cos2 x
1+ sen2 x

non esiste.
Infatti, è sufficiente considerare le due successioni{−2nπ} e {π2 − 2nπ} ed applicare il

teorema di passaggio tra successioni e funzioni.

Esercizio 4.39.Calcolare il limite

(4.82) lim
x→0

(1− cosx) tangx+ 5x

2 3
√

x
2
−

3
√

x
.
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La funzione è definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

lim
x→0

(1− cosx) tangx+ 5x

2 3
√

x
2
−

3
√

x
= lim

x→0

(1− (1− x2

2 + o(x2)))(x+ o(x)) + 5x

−
3
√

x+ o( 3
√

x)
(4.83)

= lim
x→0

x3

2 + 5x

−
3
√

x
= lim

x→0

x3

2 + 5x

−
3
√

x
= 0 .

Esercizio 4.40.Calcolare il limite

(4.84) lim
x→0+

cos 3
√

x− 3
√

cosx
x2

.

La funzione è definita in un intorno destro dell’origine. Si ha:

lim
x→0+

cos 3
√

x− 3
√

cosx
x2

= lim
x→0+

1− ( 3√x)2

2 −
3
√

cosx

x2
= lim

x→0+

1− x2/3

2 −
3
√

1+ (cosx− 1)

x2

(4.85)

= lim
x→0+

1− x2/3

2 −
(
1+ 1

3(cosx− 1)+ o(cosx− 1)
)

x2

= lim
x→0+

− x2/3

2 +
1
3(1

2x2 + o(x2))

x2
= lim

x→0+
−

1
2

x2/3−2 = −∞ .

Esercizio 4.41.Calcolare il limite

(4.86) lim
n→+∞

sen
√

n2 + 1− senn .

Applicando le formule di prostaferesi si trova

(4.87) sen
√

n2 + 1− senn = 2 cos

√
n2 + 1+ n

2
sen

√
n2 + 1− n

2
.

Poichè
√

n2+1−n
2 → 0 e | cosn| ≤ 1, allora si ha:

(4.88) lim
n→+∞

sen
√

n2 + 1− senn = 0 .

Esercizio 4.42.Calcolare il limite

(4.89) lim
x→3

tangπx(2x−3 − 1)
(x− 3)2

.

Il punto 3 è di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Eseguiamo il
cambio di variabile x− 3 = t. Si ha:

lim
x→3

tangπx(2x−3 − 1)
(x− 3)2

= lim
t→0

tangπ(t + 3)(2t − 1)
t2

(4.90)

= lim
t→0

tangπt(t log 2+ o(t))
t2

= lim
t→0

(πt + o(t)) log 2
t

= π log 2.
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Esercizio 4.43.Calcolare il limite

(4.91) lim
x→ π2

cosx− tang(x− π2)

x− π2
.

Il punto π
2 è di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Eseguiamo il

cambio di variabile x− π2 = t. Si ha:

lim
x→ π2

cosx− tang(x− π2)

x− π2
= lim

t→0

cos(π2 + t) − tangt

t
(4.92)

= lim
t→0

− sent − tangt
t

= lim
t→0

−(t + o(t)) − (t + o(t))
t

= lim
t→0

−2t + o(t)
t

= −2 .

Esercizio 4.44.Calcolare il limite

(4.93) lim
x→0

x− log2(1+ x)
x

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.94) lim
x→0

x− log2(1+ x)
x

= lim
x→0

1−
log(1+ x)

x
· log2 e= 1− log2 e.

Esercizio 4.45.Calcolare il limite

(4.95) lim
x→0

log2(1+ 2x)
3xcosx− tangx

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

lim
x→0

log2(1+ 2x)
3xcosx− tangx

= lim
x→0

log2
2x

3xcosx− x
(4.96)

= log2 elim
x→0

2
3 cosx− 1

= log2 elim
x→0

2

3(1− x2

2 + o(x2)) − 1

= log2 elim
x→0

2

2− 3
2x2
= log2 e.

Esercizio 4.46.Calcolare il limite

(4.97) lim
x→0+

1
x

(
1

senx
− cotgx

)
.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.98) lim
x→0+

1
x

(
1

senx
− cotgx

)
= lim

x→0+

1
x

1− cosx
senx

= lim
x→0+

1− cosx
x2

=
1
2
.

Esercizio 4.47.Calcolare il limite

(4.99) lim
x→0+

1
√

x
−

1
3
√

x
.
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L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

(4.100) lim
x→0+

1
√

x
−

1
3
√

x
= lim

x→0+

1
3
√

x

(
1
6
√

x
− 1

)
= +∞ .

Esercizio 4.48.Calcolare i seguenti limiti:

lim
x→0

√
x+ 2−

√
2

x
, lim

x→0

1− 2 cosx+ cos 2x
x2

, lim
x→0

cos 2x− cos 3x
x2

,

lim
x→0

1−
√

x

1− 3
√

x
, lim

x→0

tangx− senx
x3

, lim
x→0

1− cosx
x2 cosx

,

lim
x→0

1− cosx4

x3 tangx
, lim

x→0

log(1+ x2)

x2ex+x2 , lim
x→0−

e1/x

x
,

lim
x→0

senx+ x3

4 senx− x
, lim

x→0+

senx

x−
√

3x
.

Esercizio 4.49.Calcolare il seguente limite

(4.101) lim
x→0+

x3 coshx + x3 cosx − 2x3

sen(2x4)((coshx)3x − (cosx)3x) log 7x
.

Esercizio 4.50.Calcolare il seguente limite

(4.102) .

4.9. Limite massimo e limite minimo per una successione.Abbiamo visto che il lim-
ite, quando esiste,̀e unico; tuttavia, spesso il limite può non esistere. Approfondiamo
quindi il problema dell’esistenza del limite. Vedremo che, quando il limite non esiste,
esistono sempre altri due sostituti del limite. Cominciamo con la seguente definizione.

Definizione 4.7.Sia {an} una successione a termini reali. l∈ R̃ si dice un valore lim-
ite della successione se esiste un’estratta della successione convergente a l oppure se il
valore l viene assunto infinite volte dalla successione{an}. Chiameremo poi classe limite
della successione l’insieme dei valori limite inR̃ e la indicheremo con L({an}).

La seguente proprietà è di immediata dimostrazione:

Proposizione 4.2.Sia {an} una successione a termini reali. Un elemento l∈ R̃ è valore
limite della successione se e solo se risulta punto di accumulazione per l’insieme dei
valori assunti dalla successione.

Esempio 4.30.Consideriamo la successione di termine generale an = (−1)n. La classe
limite di questa successione è formata da punti,−1,1. Consideriamo la successione di
termine generale an = 1

n. In tal caso la classe limite contiene un solo elemento che è
proprio il limite della successione. Consideriamo la successione dei numeri razionali. La
classe limite è in questo caso, l’intero asse reale.

Si ha:
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Teorema 4.22.La classe limite di una successione è sempre chiusa inR̃. Il minimo della
classe limite si chiama limite minimo mentre il massimo della classe limite si chiama
limite massimo.
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5. L  ’    

La compattezzàe un concetto importante e profondo che permette di comprendere bene
l’essenza dell’ insieme dei numeri reali.

Teorema 5.1(Bolzano-Weierstrass). Sia X ⊂ R un insieme limitato dotato di infiniti
punti. Allora esiste almeno un punto di accumulazione per l’ insieme X.

Dimostrazione.Sianoa ≤ inf X, b > supX. Suddividiamo l’intervallo [a,b] a met̀a. Sic-
comeX è infinito, almeno una delle due metà dell’ intervallo conterr̀a infiniti punti di X.
Scegliamo quella (o una di quelle) che ha questa proprietà e suddividiamola ancora a metà.
Continuando il procedimento sempre con lo stesso criterio, dopon iterazioni si arriva ad
una sequenza di intervalli incapsulati in cui ciascunoè ampio la met̀a del precedente i cui
estremi formano due sequenze, una crescente formata dagli estremi sinistri di tali inter-
valli {an} e l’altra decrescente formata dagli estremi destri{bn}. Le due successioni sono
entrambe monotone e limitate e quindi convergenti evidentemente verso lo stesso limite.
Dettoc tale limite essòe un punto di accumulazione perX. Infatti, se ]c− ε, c+ ε[ è un
intorno di c esso contiene almeno un intervallo di quelli ottenuti durante la costruzione
precedente. Tale intervallo contiene infiniti punti diX e quindi la tesi. �

Definizione 5.1.Data una successione{an} ed una successione crescente di interi,{kn}

consideriamo la successione akn che si dirà estratta da{an} mediante la legge{kn}.

Teorema 5.2. Se{an} è regolare allora lo è ogni sua estratta ed il limite dell’estratta
è lo stesso di quello della successione{an}. Viceversa, se tutte le estratte di una data
successione sono regolari ed hanno lo stesso limite, allora anche la successione data è
regolare.

Dimostrazione.Segue subito dal teorema di passaggio tra funzioni e successioni.�

Lemma 5.1 (di compattezza). Da ogni successione{an} limitata si può estrarre una
successione convergente.

Dimostrazione.Se nella successione un elemento si ripete infinite volte allora la suc-
cessione estrattàe costante quindi convergente. In caso contrario, la successioneè un
insieme che verifica le ipotesi del teorema di Bolzano - Weierstrass. Sial ∈ R un punto di
accumulazione della successione. Si ha:

∀ε > 0 : ∃ nε ∈ N : anε ∈ B∗ε(l)

e scegliendoε = 1
n si ottiene una successioneakn ∈ B∗1/n(l) per cui|akn − l| < 1/n→ 0. �

Come conseguenza delle precedenti osservazioni possiamo dimostrare un utile criterio
di convergenza per le successioni.

Teorema 5.3(di convergenza di Cauchy). Una successione{an} è convergente, se e solo
se

∀ε > 0 : ∃ ν ∈ N : ∀n,m> ν, |an − am| < ε
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Dimostrazione.La condizionèe ovviamente necessaria. Proviamo cheè sufficiente. La
successionèe limitata. Basta infatti scegliereε = 1, m= ν + 1 da cui

|an| ≤ |an − aν+1| + |aν+1| < 1+ |aν+1|, ∀n > ν.

Per il lemma di compattezza possiamo estrarre una successione{akn} convergente,akn → l.
Proviamo chel è il limite dell’ intera successione.

|an − l| ≤ |an − akn| + |akn − l| → 0,

pern→ ∞ da cui la tesi. �

Naturalmente il teorema di Cauchy ha una formulazione analoga nel caso delle funzioni
di variabile reale chèe la seguente:

Teorema 5.4(di Cauchy per le funzioni). Sia f : X ⊂ R → R, e sia x0 ∈ DX. Allora,
condizione necessaria e sufficiente perché la funzione sia convergente al tendere di x ad
x0 è che

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x′, x′′ ∈ X, x′, x′′ , x0, |x
′−x0| < δ, |x

′′−x0| < δ, ⇒ | f (x′)− f (x′′)| < ε

Lemma 5.2. Sia X ⊂ R. Un punto x0 appartiene aX̄ se e soltanto se esiste una
successione{xn} di elementi di X convergente ad x0.

Dimostrazione.Sia x0 ∈ X̄. Poich́e X̄ = X ∪ DX, può accadere chex0 ∈ X. In tal caso
basta porrexn = x0 ∀n ∈ N. Se invecex0 ∈ DX, applicando la definizione di punto di
accumulazione, si ha che

∀n ∈ N ∃ xn ∈ X : xn , x0 |xn − x0| <
1
n

da cui, passando al limite pern→ ∞ segue la tesi.
Viceversa, se esiste una successione di punti diX convergente adx0, allora x0 ∈ X̄.

Infatti, se cos̀ı non fosse, dal fatto chex0 non appartiene alla chiusura diX si avrebbe che
x0 non appartiene aDX e quindi dalla definizione di punto di accumulazione si avrebbe,

∃ ε̄ > 0 : ]x0 − ε̄, x0 + ε̄[∩X = ∅.

D’altra parte, dalla definizione di limite

∀ε > 0 : ∃ ν ∈ N : |xn − x0| < ε ∀n > ν

e scegliendoε = ε̄ si ha l’assurdo. �

Lemma 5.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché X⊂ R sia chiuso è che per ogni
successione convergente di elementi di X, il limite appartenga ad X.

Dimostrazione.SupponiamoX chiuso e consideriamo una successione convergente{xn}

di elementi diX. Per il Lemma 5.2, il suo limitex0 appartiene āX. EssendoX chiuso,
X̄ = X e quindix0 ∈ X.

Viceversa proviamo cheDX ⊂ X per mostrare cheX è chiuso. SeDX = ∅ la tesi è
ovvia. In caso contrario siax0 ∈ DX. Proviamo chex0 ∈ X. Poich́e DX ⊂ X̄, si hax0 ∈ X̄
e, per il Lemma 5.2, esiste una successione di elementi diX, diciamo{xn} , convergente
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ad x0. A questo punto la conclusionèe immediata conseguenza dell’ ipotesi e quindX è
chiuso esattamente come si voleva.

Adesso possiamo introdurre la nozione di compattezza. Per mantenere l’esposizione il
più elementare possibile diamo la definizione di compattezza sequenziale che, nel seguito
sar̀a denominata semplicementecompattezza. �

Definizione 5.2.Sia X ⊂ R. Diciamo che X è (sequenzialmente) compatto se da ogni
successione{xn} di elementi di X si può estrarre una sottosuccessione{xkn} convergente
ad un elemento x∗ ∈ X.

In R vale il seguente criterio di compattezza.

Teorema 5.5.Sia X⊂ R. Condizioni necessarie e sufficienti affinché X sia compatto sono
le seguenti: 1. X è chiuso; 2. X è limitato.

Dimostrazione.Le condizioni sono necessarie. Infatti supponiamoX compatto e provi-
amo 1. e 2. Proviamo cheX è chiuso. Per questo mostriamo che risultaDX ⊂ X. Se
DX = ∅ la 1. è ovvia. Sia quindix0 ∈ DX. SiccomeDX ⊂ X̄, segue chex0 ∈ X̄ e quindi,
per il Lemma 1 esiste una successione di punti diX, diciamo{xn} convergente adx0.Dalla
definizione di compattezza segue allora cheè possibile estrarre una sottosuccessione{xkn}

convergente ad un punto dell’ insiemeX, diciamo x∗. Per il fatto che{xkn} è estratta da
{xn} si hax∗ = x0 e quindi la 1.

Per provare la 2. ragioniamo per assurdo supponendo per esempio cheX sia non
limitato superiormente. AlloraX non ha maggioranti e quindi

∀n ∈ N ∃ xn ∈ X : xn > n

da cui, passando al limite si deduce che{xn} è divergente positivamente. Questoè palese-
mente in contrasto con la definizione di insieme compatto. Infatti, dalla successione{xn}

si dovrebbe potere estrarre una sottosuccessione convergente ma, tale sottosuccessione ha
lo stesso limite di quella data e ciò conduce all’assurdo provando cosı̀ la 2.

Viceversa, supponiamo vere 1. e 2. e proviamo cheX è compatto. Sia{xn} una
successione di elementi diX. La successionèe limitata perch́e contenuta in un insieme
limitato. Allora è possibile estrarre una successione{akn} convergente. Dettol il suo
limite si hal ∈ X̄ = X perch́eX è chiuso e quindiX è compatto chèe quanto si voleva. �

Esempio 5.1.Utilizzando il criterio si riconosce subito che ogni intervallo[a,b] chiuso e
limitato è compatto mentre[a,b[, ]a,b], ]a,b[ non lo sono perché non chiusi. Similmente
R non è compatto perché non limitato. Tuttavia gli intervalli chiusi e limitati non sono
i soli compatti diR. Infatti ogni insieme contenente un sol punto, o un numero finito di
punti, risulta compatto perchè chiuso e limitato.

Esempio 5.2.Gli insiemi compatti inR possono differire notevolmente dagli intervalli
chiusi e limitati. Si può infatti dimostrare che esiste un sottoinsieme chiuso dell’ insieme
X = (R \ Q) ∩ [0,1] dotato di infiniti punti.

Osservazione 5.1.Il criterio di compattezza non è valido inQ. Infatti, basta considerare
l’insieme X = {(1 + 1

n)n} . X è limitato perché è contenuto nell’ intervallo[2,3] ed è
chiuso in quanto privo di punti di accumulazione (inQ). Tuttavia non è compatto perché
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qualsiasi sua sottosuccessione (l’insieme stesso è una successione) non converge a nessun
elemento diQ. Infatti se esistesse q∈ Q limite di una sottosuccessione, guardando tale
sottosuccessione come sottosuccessione inR dovrebbe essere q= e ma e< Q quindi X
non è compatto.
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6. F C

6.1. Definizioni.

Definizione 6.1.Sia X⊂ R, e sia f : X → R. Diciamo che la funzione f è continua nel
punto x0 ∈ X se si verifica una delle seguenti eventualità:

• Il punto x0 è isolato per l’insieme X;
• Il limite limx→x0 f (x) esiste ed inoltrelimx→x0 f (x) = f (x0). Diremo infine che f è

continua in X se risulta tale in ogni punto di X.

Il concetto di funzione continuàe quindi un concetto puntuale ovvero valido punto per
punto. Non c’̀e nessuna ragione che possa indurci a pensare che la continuità in un punto
implichi la continuit̀a in altri punti dell’ insieme di definizione di una funzione.

A volte, per verificare la continuità di una funzione, pùo risultare utile ricorrere alle
successioni. Volendo procedere in questo modoè utile il teorema di passaggio tra le
successioni e le funzioni. Precisamente si ha:

Teorema 6.1(caratterizzazione della continuità mediante le successioni). Sia f : X ⊂
R→ R e sia x0 ∈ X∩DX. Allora, condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione
f risulti continua nel punto x0 è che per ogni successione di elementi di X convergente ad
x0, si abbialimn→+∞ f (xn) = f (x0).

Esempio 6.1.Continuità delle funzioni elementari. Le seguenti funzioni sono continue in
tutti i punti del loro insieme di definizione:

polinomi, potenze,logaritmi, esponenziali, senx, cosx.

Esempio 6.2.La funzione f: R→ R definita mediante la legge f(x) = x− [x], è continua
in tutti i punti tranne quelli di ascissa intera dove è continua soltanto dalla destra.

Esempio 6.3.La funzione f: R→ R definita mediante la legge

f (x) =

x se x è razionale,

−x se x non è razionale

è continua soltanto nell’origine.

Esempio 6.4.La funzione (di Dirichlet) f: R→ R definita mediante la legge

f (x) =

1 se x è razionale

0 se x non è razionale

non è continua in nessun punto diR.

Dai risultati sui limiti delle funzioni segue immediatamente che:

Teorema 6.2.Ogni combinazione lineare di funzioni continue è continua; il prodotto di
funzioni continue è una funzione continua; il reciproco di una funzione continua (e non
nulla) è una funzione continua; il quoziente di due funzioni continue (con denominatore
non nullo) è una funzione continua; il massimo (e il minimo) tra due funzioni continue è
una funzione continua; la funzione composta mediante funzioni continue è continua.
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Definizione 6.2.Da ora in poi l’insieme di tutte le funzioni continue in X sarà denotato
con il simbolo C0(X) quindi dire che una data funzione f è continua in X sarà come dire
che f ∈ C0(X).

Se una funzione noǹe continua in un punto del suo insieme di definizione, diremo che
è discontinua in quel punto.

Pensando alla definizione, si può verificare una sola delle seguenti eventualità:
• ∃ limx→x0 f (x) , f (x0); In questo caso diremox0 un punto di discontinuit̀a elim-

inabile o fittizia;
• ∃ f (x+0) ≡ limx→x+0

f (x), ∃ f (x−0) ≡ limx→x−0
f (x) entrambi finiti maf (x−0) , f (x+0);

in questo caso il puntox0 si dice un punto di salto per la funzione ed il numero
S(x0) = f (x+0) − f (x−0) si dice ampiezza del salto;
• f (x−0) e f (x+0), esistono ma non sono finiti; in questo caso il puntox0 si dice punto

di infinito per la funzione;
• almeno uno traf (x−0) e f (x+0), non esiste; in questo caso la discontinuità si suole

chiamaredi seconda specie.
Nel caso della discontinuità fittizia, si pùo definire una nuova funzioneϕ : X → R

mediante la legge

ϕ(x) =

 f (x), sex ∈ X, x , x0;

limx→x0 f (x), sex = x0

ed in questo modo la funzioneϕ risulta continua nel puntox0. Si dice allora che la
funzioneϕ è il prolungamento per continuità della funzionef (x).

Esempio 6.5.La funzione f: R→ R definita mediante la legge

f (x) =

senx
x , se x, 0;

0, se x= 0

ha una discontinuità eliminabile nell’ origine.

Esempio 6.6.La funzione (di Heaviside)U : R→ R definita mediante la legge

U(x) =

1, x ≥ 0;

0, x < 0

ha una discontinuità di salto nell’ origine.

Esempio 6.7.La funzione f: R→ R definita mediante la legge

f (x) =

1
x, x ≥ 0;

0, x < 0

ha un punto di infinito nell’ origine.

Esempio 6.8.La funzione f: R→ R definita mediante la legge

f (x) =

sen1
x, x , 0;

0, x = 0
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ha una discontinuità di seconda specie nell’ origine.

Nel capitolo sui limiti abbiamo visto che le funzioni monotone ammettono sempre
limite – finito o no – ma, in generale non sono continue. Vale infatti il seguente

Teorema 6.3.Sia f : [a,b] → R una funzione monotona e sia x0 ∈ [a,b]. Allora, se in
x0 ∈]a,b[ la funzione non è continua, il punto x0 è di salto per la funzione f. Se x0 = a,
oppure x0 = b, il punto risulta una discontinuità eliminabile per f.

Dimostrazione.Infatti, consideriamo, per fissare le idee, il caso in cui la funzionef (x)
è crescente ed il puntox0 è interno all’intervallo ]a,b[. Dal teorema sulle funzioni
monotone, si ha:f (x+0) = inf ]x0,b] f (x), mentre f (x−0) = sup[a,x0[ f (x). Quindi, siccome
risulta

(6.1) f (x−0) = sup
[a,x0[

f (x) ≤ f (x+0) = inf
]x0,b]

f (x) ,

la funzione risulta ovviamente continua quando vale l’uguaglianza mentreè discontinua,
con discontinuit̀a di tipo salto, in caso contrario. Contiamo adesso le discontinuità della
funzione. Visto che la funzione può avere soltanto discontinuità di tipo salto, poniamo
S = f (b) − f (a) e consideriamo la possibilità che f (x) abbia salti di ampiezza maggiore
o uguale ad uno. Evidentemente, se salti di questa ampmiezza esistono, essi saranno in
numero finito, anzi in quantità non superiore al numero [S]. Similmente, se consideriamo
gli eventuali salti di ampiezza compresa tra1

2 e 1 essi certamente saranno in numero finito
e in quantit̀a certo non superiore al numero 2[S]. Continuando in questo modo otterremo
una lista nella quale, ad ogni voce corrisponde un numero finito di punti nei quali la
funzione pùo avere un numero finito di discontinuità e quindi l’insieme di tali punti pùo
essere al più numerabile. �

6.2. Propriet à fondamentali delle funzioni continue. In questo paragrafo raccogliamo
alcuni risultati in cui si fa uso esplicito del concetto di continutà. I risultati che seguono
saranno usati ampiamente nel seguito anche senza riferimento esplicito.

Teorema 6.4(di permanenza del segno). Sia f : X ⊂ R → R, e sia x0 ∈ X ∩ DX.
Supponiamo che la funzione f è continua nel punto x0 e consideriamo due numeri h, k
tali che h< f (x0) < k. Allora∃ δ > 0 tale che h< f (x) < k, ∀x ∈]x0 − δ, x0 + δ[.

Dimostrazione.Il teorema segue immediatamente dalla definizione di continuità. Anzi
è sufficiente usare il teorema di permanenza del segno già noto per funzioni, ponendo
l = f (x0). �

Teorema 6.5(di esistenza degli zeri). Sia f : [a,b] → R una funzione continua in tutti
i punti dell’intervallo di definizione e supponiamo che f(a) > 0, f (b) < 0. Allora, esiste
almeno un punto c∈]a,b[ tale che f(c) = 0.

Dimostrazione.Utilizziamo la stessa tecnica già adoperata nella dimostrazione del teore-
ma di Bolzano - Weierstrass. Dividiamo l’intervallo in due metà e valutiamo la funzione
nel punto di mezzo. Se in quel punto la funzioneè nulla abbiamo terminato. In caso
contrario, continuamo dividendo a metà solo quell’ intervallo dei due agli estremi del
quale la funzione assume valori di segno opposto. Procedendo in questa maniera, dopon
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ripetizioni otterremo un sequenza di intervalli incapsulati, ognuno la metà del precedente
caratterizzati dal fatto che, detta{an} la sequenza degli estremi sinistri si haf (an) > 0 men-
tre detta{bn} la sequenza degli estremi destri si haf (bn) < 0. Naturalmente,∃ lim an =

lim bn ≡ c. Proviamo chef (c) = 0. Per continuit̀a si ha: 0≤ lim f (an) = lim f (bn) ≤ 0
quindi f (c) = 0. �

Corollario 6.1 (assunzione dei valori intermedi). Sia f : (a,b) → R una funzione
continua. Allora] inf f , sup f [⊆ f (a,b).

Dimostrazione.Sia γ ∈] inf f , sup f [. Proviamo che esiste un puntoc ∈ (a,b) tale che
f (c) = γ. Dalla seconda proprietà dell’estremo inferiore, con una opportuna scelta diε
esistex1 ∈ (a,b) tale che

(6.2) f (x1) < inf f + ε ≤ γ .

Applichiamo adesso la seconda proprietà dell’estremo superiore, con una opportuna scelta
di ε e quindi possiamo dire che esistex2 ∈ (a,b) tale che

(6.3) f (x2) > sup f − ε ≥ γ .

Possiamo applicare a questo punto, il teorema di esistenza degli zeri alla funzionef (x)−γ
da cui la tesi. �

Esempio 6.9.La funzione f :
]
−π2,

π
2

[
→ R definita mediante la legge f(x) = tangx

è continua perché quoziente tra funzioni continue. Per il corollario precedente si ha:
f
(]
−π2,

π
2

[)
= R ovvero l’equazionetangx = y ammette soluzione per ogni y∈ R.

6.3. Compattezza e continuit̀a. Innumerevoli sono le applicazioni del concetto di com-
pattezza. In questo breve paragrafo mettiamo in luce alcune conseguenze del concetto di
compattezza applicato alle funzioni continue.

Teorema 6.6.Sia K ⊂ R compatto e sia f: K → R una funzione continua in K. Allora,
f (K) è compatto.

Dimostrazione.Sia{yn} una successione di punti dif (K). Dobbiamo provare che da essa
si pùo estrarre una sottosuccessione convergente ad un elemento dif (K). Per il fatto
che yn ∈ f (K) esistexn ∈ K tale che f (xn) = yn. Per l’ ipotesi di compattezza diK,
dalla successione{xn} si pùo estrarre una sottosuccessione{xkn} convergente ad un punto
x∗ ∈ K. Poich́e la funzionef (x) è continua, si ha:

lim
n→∞

f (xkn) = f (x∗) ∈ f (K)

da cui la tesi perch́eykn = f (xkn) è un’ estratta di{yn} . �

Teorema 6.7(di Weierstrass). Sia K ⊂ R compatto e sia f: K → R una funzione
continua in K. Allora, la funzione è dotata di massimo e di minimo in K, ovvero

∃x1 ∈ K : f (x1) = sup
K

f (x), ∃x2 ∈ K : f (x2) = inf
K

f (x).
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Dimostrazione.Per il teorema precedente,f (K) è compatto e quindi, in particolare,è
chiuso. Poich̀e l’estremo superiore e l’estremo inferiore dif (K) sono elementi dif (K),
si ha supK f (x), inf K f (x) ∈ f (K) da cui segue la tesi. �

Teorema 6.8(di continuit̀a della funzione inversa). Sia K⊂ R compatto e sia f: K → R
una funzione continua ed iniettiva in K. Allora, la funzione inversa f−1 : f (K) → K è
continua in f(K).

Dimostrazione.Per provare che la funzionef −1 è continua inf (K) proviamo che tale
risulta in ogni punto dif (K). Sia percìo y0 ∈ f (K). Usando la caratterizzazione del-
la continuit̀a attraverso le successioni dobbiamo provare che, comunque si assegni una
successione{yn} di punti di f (K) che sia anche convergente ay0, si abbia:

(6.4) lim
n→∞

f −1(yn) = f −1(y0).

Data la successione{yn} in f (K), esiste{xn} di punti di K tale chef (xn) = yn. Chiamiamo
x0 quel punto (unico per l’iniettivit̀a di f (x)) tale chef (x0) = y0. Provare la (6.4) equivale
a provare che

(6.5) lim
n→∞

xn = x0.

Ciò sar̀a acquisito se proveremo che qualsiasi estratta{xkn} della successione{xn} è con-
vergente al puntox0. Dal teorema sulla convergenza delle successioni estratte seguirà
quanto desideriamo.

Se {xkn} è una tale estratta, il suo limitex∗ è certamente finito perchè K è limitato e
appartiene aK perch́e K è chiuso. Ricordando chef (x) è continua si ha:

lim
n→∞

f (xkn) = f (x∗)

ovvero
lim
n→∞

ykn = f (x∗)

ma, essendo{ykn} estratta da{yn} , risulter̀a convergente allo stessoy0. Per unicit̀a del
limite si ha dunquey0 = f (x0) = f (x∗) e, poich́e la funzione f (x) è iniettiva, segue
x0 = x∗. Abbiamo quindi provato la tesi perché ogni estratta della successione{xn} risulta
convergente al puntox0 e pertanto limn→∞ xn = x0. �

Esempio 6.10.La funzione

arcseny : [−1,1]→
[
−
π

2
,
π

2

]
è continua in virtù del teorema appena dimostrato come anche la funzionearccosy.

Esempio 6.11.La funzione f :
]
−π2,

π
2

[
→ R definita ponendo f(x) = tangx, risulta

invertibile perché strettamente monotona quindi iniettiva. Detta

f −1(y) ≡ arctangy : R→
]
−
π

2
,
π

2

[
la funzione inversa, proviamo che è continua inR. Naturalmente si nota subito che non
sono soddisfatte le ipotesi del teorema precedente. Tuttavia, sia y0 ∈ R. Proviamo che la
funzione inversa è continua in y0. Detto x0 l’unico elemento di

]
−π2,

π
2

[
tale che f(x0) = y0,
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scegliamoδ > 0 in modo che[x0 − δ, x0 + δ] ⊂
]
−π2,

π
2

[
. A questo punto applichiamo il

teorema prendendo come compatto, l’intervallo chiuso e limitato appena costruito e come
funzione, la restrizione di f(x) a tale compatto. Dal teorema segue che la funzione inversa
è continua in y0 e, data l’arbitrarietà di y0 segue che è continua inR.

6.4. La continuit à uniforme.

Definizione 6.3. Sia f : X ⊂ R → R. Diciamo che la funzione f è uniformemente
continua in X se

(6.6) ∀ε > 0 ∃ δ > 0 : | f (x′) − f (x′′)| < ε , ∀x ∈ X : |x′ − x′′| < δ .

Osservazione 6.1.Naturalmente la continuità uniforme implica la continuità. Il concetto
di continuità uniforme è un concetto globale, contrariamente a quello di continuità che è
un concetto locale.

In generale una funzione continua nonè uniformemente continua.

Esempio 6.12.Consideriamo la funzione f: R → R definita dalla legge f(x) = x2. La
funzione è continua in tutti i punti del suo campo di esistenza ma non è uniformemente
continua. Infatti, supponiamo per assurdo che sia uniformemente continua e siano x′ =

x, x′′ = x+ δ2. Si ha:

(6.7) | f (x′) − f (x′′)| = |x′2 − x′′2| =
δ

2

∣∣∣∣∣2x+
δ

2

∣∣∣∣∣→ +∞
se x→ +∞ contro la definizione di uniforme continuità.

Vediamo tuttavia qualche caso in cui si può affermare che la continuità puntuale implica
quella uniforme. Il primo casòe quello in cui la funzionef è continua in tutti i punti di
un insieme compatto. Per fissare le idee diamo la seguente

Definizione 6.4.Sia f : [a,b] → R. Diciamo che l’intervallo[a,b] si puòε–suddividere
se è possibile decomporre l’intervallo in un numero finito di sottointervalli a due a due
privi di punti interni a comune, in modo tale che l’oscillazione della funzione f(x) ristretta
a ciascuno di essi risulti minore di un assegnato numero positivoε.

Il risultato che segue risulta utile per il teorema successivo.

Lemma 6.1. Sia f : [a,b] → R una funzione continua e siaε > 0. Allora l’intervallo
[a,b] si puòε–suddividere.

Dimostrazione.Siaε > 0 fissato e sia

(6.8) A = {α ∈]a,b] : [a, α] siε − suddivide} .

Se proviamo cheA = [a,b] abbiamo dimostrato il teorema. Per prima cosa proviamo che
l’insiemeA nonè vuoto. Ricordiamo che la funzionef è continua in tutti i punti di [a,b]
ed in particolare lòe nel puntoa. Ciò significa che

(6.9) ∀ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ [a,a+ δ[ | f (x) − f (a)| <
ε

2
.
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Da ciò segue immediatamente che, sex′, x′′ ∈ [a,a+ δ[ allora

(6.10) | f (x′) − f (x′′)| ≤ | f (x′) − f (a)| + | f (x′′) − f (a)| < ε

e quindi

(6.11) sup
a≤x′,x′′≤a+δ

| f (x′) − f (x′′)| < ε .

Osserviamo cheA è un insieme limitato in quanto contenuto nell’intervallo [a,b] cheè a
sua volta limitato. Sia dunquec = supA e proviamo chec = maxA. Usiamo il fatto che
la funzionef è continua nel puntoc e che il puntoc è l’estremo superiore diA. Si ha:

(6.12) ∀ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ [a,b], : |x− c| < δ , | f (x) − f (c)| < ε .

Per la seconda proprietà dell’estremo superiore esisteβ ∈ A tale chec−δ < β. L’intervallo
[a, β] si ε–suddivide perch̀eβ ∈ A mentre l’intervallo [β, c] si ε–suddivide perch̀eβ ∈]c−
δ, c[ e quindi anche l’intervallo [a, c] si può ε–suddividere. Cìo prova chec è un elemento
di A e quindi il massimo. Per concludere la dimostrazione proviamo chec = b. Se fosse
c < b, dato il δ della continuit̀a nel puntoc avremmo che l’intervallo [a, β̄] si potrebbe
ε–suddividere per ognīβ ∈]c, c+ δ[. Infatti, l’intervallo [a, c] si ε–suddivide perch̀ec ∈ A
e l’intervallo [c, β̄] si ε–suddivide perch̀e la funzionèe continua inc. Naturalmente, ciò
va in contrasto con il fatto chec è il massimo diA e quindic = b da cui la tesi. �

Come conseguenza di questo risultato abbiamo l’importantissimo

Teorema 6.9(Cantor). Ogni funzione continua in un insieme compatto è ivi uniforme-
mente continua.

Dimostrazione.Supponiamo, per semplicità, che la funzione sia continua su un intervallo
del tipo [a,b]. in virtù del teorema precedente sappiamo che, comunque si assegni un
numero positivoε, l’intervallo si pùo ε–suddividere. Proviamo che la funzioneè uni-
formemente continua in [a,b]. Chiamiamoδ la massima delle ampiezze degli intervalli
in cui [a,b] si suddivide. Sianox′, x′′ due punti dell’intervallo [a,b] tali che |x′ − x′′| < δ.
Se entrambi appartengono allo stesso intervallo di ampiezza non superiore aδ si ha:
| f (x′) − f (x′′)| < ε

2 < ε per il teorema precedente. Se invece i punti appartengono a
due intervalli adiacenti del tipo precedente (non ci sono altre possibilità) allora, detto ¯x il
punto comune ai due intervalli, risulta

(6.13) | f (x′) − f (x′′)| ≤ | f (x′) − f (x̄)| + | f (x′′) − f (x̄)| < ε .

�

Un altro caso in cui la continuità implica la continuit̀a uniformeè il seguente:

Teorema 6.10.Sia f : [a,+∞[→ R una funzione continua. Supponiamo che f ammette
asintoto obliquo o orizzontale per x→ +∞ . Allora f è uniformemente continua in
[a,+∞[.

Dimostrazione.Proviamo la tesi nel caso che l’asintoto sia obliquo ovveroa , 0. Il caso
a = 0 è ancora pìu semplice. Per definizione di asintoto obliquo, possiamo scrivere,

(6.14) f (x) = ax+ b+ o(1) , x→ +∞ .
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La funzioneϕ(x) = f (x) − ax è convergente all’infinito e quindi possiamo applicare il
criterio di Cauchy sulla convergenza.

(6.15) ∀ ε > 0 ∃ % > 0 : |ϕ(x′) − ϕ(x′′)| < ε , ∀x′, x′′ > % .

Proviamo la definizione di uniforme continuità. Fissatoε > 0,distinguiamo tre casi:
1. Supponiamox′, x′′ appartenenti all’intervallo [a, %]. In tal caso la tesìe acquisita

per il teorema di Cantor.
2. Supponiamox′, x′′ > %. In tal caso, dalla (6.15) si ha:

| f (x′) − f (x′′)| ≤ |ϕ(x′) − ϕ(x′′)| + |a||x′ − x′′| <
ε

2
+ |a|δ < ε

pur di scegliereδ < ε
2|a| .

3. x′ < %mentrex′′ > %. Questo caso si prova facendo uso dei due precedenti.
�

Un altro caso semplice ma interessante in cui la continuità puntuale implica quella
uniformeè il seguente:

Teorema 6.11.Sia f :]a,b] → R ivi continua. Se f è convergente se x→ a+ allora f è
uniformemente continua in]a,b].

Dimostrazione.Visto che la funzionèe convergente possiamo prolungarla per continuità
a tutto [a,b] e quindi applicare il teorema di Cantor. �
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7. C D     

Sono molteplici le circostanze nelle quali, piuttosto che misurare valori di una grandez-
za, interessa valutare la rapidità con la quale tale grandezza varia nel tempo. Per questo
occorre valutare la variazione della grandezza in esame rispetto alla variazione di tempo.
Ciò è matematicamente espresso attraverso il concetto di derivata. Vediamo rigorosa-
mente di precisare tutto ciò.

7.1. Definizione di Derivata e prime proprietà.

Definizione 7.1.Sia f :]a,b[→ R, x0 ∈]a,b[. Allora esisteδ > 0 : x0 + h ∈]a,b[, ∀0 <
|h| < δ. Se esiste finito il

lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)
h

≡ f ′(x0)

diciamo che la funzione f è derivabile nel punto x0 ed il valore del limite si chiama
derivata della funzione f nel punto x0.

Da semplici considerazioni geometriche si ottiene subito il fatto che la derivata di una
funzione f in un puntox0 è il coefficiente angolare della retta tangente al grafico della
funzione f nel punto di coordinate (x0, f (x0)). L’equazione della retta tangenteè quindi
y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0).

Dire che la funzionèe derivabile nel puntox0 equivale a dire che

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) + o(h), h→ 0.

ovvero,
f (x) = f (x0) + (x− x0) f ′(x0) + o(x− x0), x→ x0.

Nel caso in cui il rapporto incrementale ha un salto nel puntox0 diciamo che la funzione
presenta un punto angoloso inx0. Se invece i limiti destro e sinistro del rapporto incre-
mentale sono infiniti al tendere dix ad x0 allora diciamo chef ha una cuspide nel punto
x0.

Esempio 7.1. f : R → R, definita mediante la legge f(x) = k, ∀x ∈ R è derivabile in
tutti i punti diR e risulta f′(x) = 0 ∀x ∈ R.

Esempio 7.2. f : R → R, definita mediante la legge f(x) = xn, ∀x ∈ R con n∈ N è
derivabile in tutti i punti diR e risulta f′(x) = nxn−1 ∀x ∈ R.

Infatti,

f (x0 + h) − f (x0) =
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−k

0 hk − x0 =

n∑
k=1

(
n
k

)
xn−k

0 hk

e quindi

lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)
h

= lim
h→0

n∑
k=1

(
n
k

)
xn−k

0 hk = nxn−1
0 .

Esempio 7.3.La funzione f:]0,+∞[→ R, definita mediante la legge f(x) = xα, ∀x ∈ R
conα > 0 è derivabile in tutti i punti di]0,+∞[ e risulta f′(x) = αxα−1 ∀x ∈]0,+∞[.
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Infatti,

f (x0 + h) − f (x0)
h

=
(x0 + h)α − xα0

h
= xα0

(
1+ h

x0

)α
− 1

h
(7.1)

= xα−1
0

(
1+ h

x0

)α
− 1

h
x0

→ αxα−1
0 .

Esempio 7.4.La funzione f : R → R, definita mediante la legge f(x) = ax, ∀x ∈ R
con a> 0,a , 1 è derivabile in tutti i punti diR e risulta f′(x) = ax loga ∀x ∈ R.

Infatti,

(7.2)
f (x0 + h) − f (x0)

h
=

ax0+h − ax0

h
= ax0

ah − 1
h
→ ax0 loga .

Esempio 7.5.Sia a> 0, a , 1. La funzione f:]0,+∞[→ R, definita mediante la legge
f (x) = loga x, ∀x ∈]0,+∞[ è derivabile in tutti i punti di]0,+∞[ e risulta f′(x) =

1
x loga ∀x ∈]0,+∞[.

Infatti,

f (x0 + h) − f (x0)
h

=
loga(x0 + h) − loga x0

h
(7.3)

=
1

loga
log(x0 + h) − log x0

h
=

1
loga

log(1+ h
x0

)

h
→

1
x0 loga

.

Esempio 7.6.La funzione f: R → R, definita mediante la legge f(x) = senx, ∀x ∈ R
è derivabile in tutti i punti diR e risulta f′(x) = cosx ∀x ∈ R.

Infatti,

f (x0 + h) − f (x0)
h

=
sen(x0 + h) − senx0

h
=

senx0 cosh+ cosx0 senh− senx0

h
(7.4)

= − senx0
1− cosh

h
+ cosx0

senh
h
→ cosx0 .

Esempio 7.7.La funzione f: R → R, definita mediante la legge f(x) = cosx, ∀x ∈ R
è derivabile in tutti i punti diR e risulta f′(x) = − senx ∀x ∈ R.

Infatti,

f (x0 + h) − f (x0)
h

=
cos(x0 + h) − cosx0

h
=

cosx0 cosh− senx0 senh− cosx0

h
(7.5)

= − cosx0
1− cosh

h
− senx0

senh
h
→ − senx0 .

Teorema 7.1.Sia f :]a,b[→ R, sia x0 ∈]a,b[ e sia f derivabile nel punto x0. Allora f è
continua in x0.

Dimostrazione.Infatti,

(7.6) f (x) − f (x0) =
f (x) − f (x0)

x− x0
(x− x0)→ f ′(x0) · 0 = 0.

�
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Osservazione 7.1.Il teorema non è invertibile. Infatti basta considerare la funzione
f (x) = |x |, nell’origine.

Definizione 7.2.Sia f :]a,b[→ R una funzione derivabile in un punto x0 ∈]a,b[. Dalla
definizione di derivata si ha immediatamente che esiste A∈ R :

f (x0 + h) = f (x0) + Ah+ o(h), h→ 0.

La funzione lineareϕ : R→ R definita mediante la leggeϕ(h) = A·h, si dice differenziale
di f nel punto x0 e si indica on il simbolo d f.

Osserviamo che, dalla definizione di derivata si ha:A = f ′(x0) e che viceversa, se vale
la formula la funzionèe derivabile inx0. A volte, per comodit̀a, si usa scrivereh = dx e
quindi

f (x0 + dx) = f (x0) + f ′(x0)dx+ o(dx).

Mettiamo in relazione il concetto di derivabilità e quello di differenziabilit̀a.

Proposizione 7.1.Sia f :]a,b[→ R una funzione differenziabile in un punto x0 ∈]a,b[.
Allora f è derivabile in x0 e risulta L(x) = f ′(x0)(x − x0). Viceversa, se la funzione è
derivabile in x0 allora essa è anche differenziabile.

Dimostrazione.Supponiamo la funzione differenziabile inx0. Si ha:

(7.7)
f (x0 + h) − f (x0)

h
=

f (x0 + h) − f (x0) − f ′(x0)h
h

+ f ′(x0)→ f ′(x0) .

Il viceversaè ovvio. �

7.2. Algebra delle derivate. Note le derivate di alcune funzioni elementari e noto il
legame tra l’operazione di derivazione e le altre operazioni aritmetiche,è possibile calco-
lare le derivate di qualsiasi altra funzione. Questoè lo scopo del presente paragrafo.

Teorema 7.2.Siano f,g :]a,b[→ R, e supponiamole entrambe derivabili nel punto x0 ∈

]a,b[. Allora:

1. la funzione f+ g è derivabile nel punto x0 e risulta

( f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0),

2. la funzione f· g è derivabile nel punto x0 e risulta

( f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g
′(x0),

3. se la funzione f è diversa da zero in x0 e derivabile nel punto x0 allora la funzione
1
f è derivabile e risulta (

1
f

)′
(x0) = −

f ′(x0)
f 2(x0)

.

Dimostrazione.Immediata dalla definizione di derivata. �
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Teorema 7.3.Sia f : ]a,b[ ⊂ R → R, x0 ∈ X e g : ]c,d[ ⊂ R → R, y0 = f (x0).
Supponiamo che la funzione f(x) sia derivabile in x0 e che la funzione g(y) sia derivabile
in y0. Supponiamo inoltre che f(]a,b[) ⊆ ]c,d[ . Allora la funzione u: ]a,b[ → R,
definita ponendo u(x) = g( f (x)), ∀x ∈ ]a,b[ risulta derivabile nel punto x0 e si ha:

u′(x0) = g′( f (x0)) · f ′(x0).

Dimostrazione.Dimostriamo il teorema ricorrendo alla definizione di derivata. Calco-
liamo cióe il limite del rapporto incrementale relativo alla funzioneu(x) nel puntox0.
Poniamo

γ(y) =

g(y)−g(y0)
y−y0

y , y0;

g′(y0) y = y0.

La funzioneγ risulta continua perch́e la funzioneg è derivabile ed inoltre si ha:

lim
x→x0

u(x) − u(x0)
x− x0

= lim
x→x0

γ( f (x))
f (x) − f (x0)

x− x0
= γ( f (x0)) f ′(x0) = g′( f (x0)) f ′(x0)

cheè quanto si voleva. �

Esercizio 7.1.Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

xx, (senx)cosx, (log x)log x, log |x|.

f (x) =

sen2 x log |x|, x , 0;

0, x = 0.

f (x) =

(x− 1)3 exp
(
sen 1

x−1

)
, x , 1;

0, x = 1.

f (x) =

senxsen1
x, x , 0;

0, x = 0.

Teorema 7.4.Sia f :]a,b[→ R una funzione continua ed iniettiva che risulti anche deriv-
abile in un punto x0 ∈]a,b[. Supponiamo inoltre che f′(x0) , 0. Allora la funzione f−1

risulta derivabile in y0 = f (x0) e risulta(
d
dy

f −1

)
(y0) =

1
f ′(x0)

Esempio 7.8.Derivata diarcsenx, arccosx,arctangx.

7.3. Teoremi fondamentali del calcolo differenziale.

Definizione 7.3.Sia f : X ⊂ R → R, x0 ∈ X. Diciamo che la funzione presenta un
massimo relativo nel punto x0 se esisteδ > 0 tale che

f (x) ≤ f (x0), ∀x ∈ X ∩ Bδ(x0).

Diciamo che la funzione presenta un minimo relativo nel punto x0 se esisteδ > 0 tale che

f (x0) ≤ f (x), ∀x ∈ X ∩ Bδ(x0).
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Teorema 7.5(Fermat). Sia f : (a,b) → R una funzione derivabile in un punto x0 ∈]a,b[
nel quale f presenta un massimo o un minimo relativo. Allora f′(x0) = 0.

Dimostrazione.Per fissare le idee supponiamo che il puntox0 sia di minimo. Il rapporto
incrementale della funzionef nel puntox0 risulta quindi positivo in un intorno destro di
x0 e negativo in un intorno sinistro da cui la tesi per definizione di derivata. �

Teorema 7.6(Rolle). Sia f : [a,b] → R una funzione continua in[a,b], derivabile in
]a,b[ e tale che f(a) = f (b). Allora esiste c∈]a,b[ tale che f′(c) = 0.

Dimostrazione.Se il massimo ed il minimo della funzione sono assunti sulla frontiera
dell’ intervallo allora la funzionèe costante e la conclusioneè ovvia. In caso contrario
almeno uno dei due puntiè interno all’intervallo di definizione e quindi la tesiè immediata
dal teorema di Fermat. �

Teorema 7.7(Cauchy). Siano f,g : [a,b] → R due funzioni continue in[a,b] e derivabili
in ]a,b[. Allora esiste c∈]a,b[ tale che

( f (b) − f (a))g′(c) = (g(b) − g(a)) f ′(c).

Dimostrazione.La funzioneω : [a,b] → R definita mediante la legge

ω(x) = ( f (b) − f (a))g(x) − (g(b) − g(a)) f (x)

verifica le ipotesi del teorema di Rolle. �

Teorema 7.8(Lagrange). Sia f : [a,b] → R una funzione continua in[a,b] e derivabile
in ]a,b[. Allora esiste c∈]a,b[ tale che

f (b) − f (a) = (b− a) f ′(c).

Dimostrazione.Basta prendereg(x) = x nel teorema precedente. �

Osservazione 7.2.Se f(a) = f (b) si ottiene il teorema di Rolle.

7.4. Alcune conseguenze del teorema di Lagrange.

Teorema 7.9(funzioni a derivata nulla). Sia f : (a,b) → R una funzione continua in
(a,b) e derivabile in]a,b[. Supponiamo che f′(x) ≡ 0. Allora la funzione è costante in
(a,b).

Dimostrazione.Siano x1, x2 ∈]a,b[. Proviamo chef (x1) = f (x2). Basta applicare il
teorema di Lagrange alla restrizione dif all’intervallo [x1, x2]. Si ottiene,

(7.8) ∃ c ∈]x1, x2[ : f (x1) − f (x2) = f ′(c)(x1 − x2) = 0 .

�

Teorema 7.10(caratterizzazione della stretta monotonia). Sia f : (a,b)→ R una funzione
continua in (a,b) e derivabile in]a,b[. Condizioni necessarie e sufficienti affinché la
funzione f risulti strettamente crescente in(a,b) sono le seguenti:

1. f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈]a,b[;
2. l’insieme degli zeri di f′(x) non ha punti interni.



52 G. DI FAZIO

Dimostrazione.Le condizioni sono necessarie. Per definizione di funzione crescente si
ha:

(7.9)
f (x) − f (x0)

x− x0
> 0 , ∀x , x0

da cui passando al limite si trova,f ′(x0) ≥ 0 quindi la 1.
Proviamo la 2. Ragionando per assurdo, si troverebbe un intervallo in cuif ′ ≡ 0 quindi

f sarebbe costante in tale intervallo contro l’ipotesi.
Le condizioni sono sufficienti. Sianox1, x2 ∈ (a,b), x1 < x2. Per il teorema di La-

grange,∃c ∈]x1, x2[ tale chef (x1)− f (x2) = f ′(c)(x1− x2) ≤ 0. Per concludere dobbiamo
provare chef (x1) < f (x2). Se fossef (x1) = f (x2) allora, dal fatto chef (x1) ≤ f (x) ≤
f (x2), ∀x ∈]x1, x2[ avremmo la funzione costante in [x1, x2] contro la 2. �

Osservazione 7.3.Naturalmente un teorema simile è valido per le funzioni strettamente
decrescenti.

Esempio 7.9(Monotonia delle funzioni elementari). Mediante il teorema precedente si
possono studiare le funzioni elementari e determinare gli intervalli in cui esse risultano
monotone.

Teorema 7.11(Darboux sulle derivate). Sia f :]a,b[→ R una funzione derivabile. Siano
λ1 = f ′(x1), λ2 = f ′(x2). Allora, comunque si assegniλ compreso nell’ intervallo di
estremiλ1, λ2 esiste c∈]x1, x2[ tale che f′(c) = λ.

Dimostrazione.Per fissare le idee supponiamox1 < x2, f (x1) < f (x2) e λ1 < λ2. Con-
sideriamo la funzioneg(x) = f (x) − λx. Siccomeg′(x1) < 0 la funzioneg(x) risulta
decrescente in un intorno dix1. D’altra parte la funzioneg(x) è crescente in un intorno
di x2 perch́e g′(x2) > 0. Siax3 ∈ ]x1, x2[ un punto in cui la funzioneg(x) assume valore
inferiore ag(x1). Per il teorema dei valori intermedi, esiste allora un puntox4 ∈]x3, x2[
nel quale la funzione assume nuovamente il valoreg(x1). A questo punto la tesi segue
immediatamente dal teorema di Rolle. �

Osservazione 7.4.Se la funzione f′ è continua la tesi del teorema è già nota. Il fatto
importante è che il teorema è valido anche se la funzione f′ non è continua.

In altri termini:

Corollario 7.1. Una derivata non può avere punti di salto.

Comunque una derivata può essere discontinua ma, evidentemente le sue discontinuità
possono essere soltanto di seconda specie come mostra il seguente

Esempio 7.10.La funzione

f (x) =

x2 sen1
x, x , 0;

0, x = 0,

è derivabile in tutti i punti ma la derivata è discontinua nell’ origine.
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Infatti, se x, 0 la funzione è derivabile perché prodotto e composizione di funzioni
derivabili. Studiamo la derivabilità nel punto x0 = 0. Si ha:

(7.10)
f (x) − f (0)

x
= xsen

1
x
→ 0

al tendere di x a zero. Tuttavia,

(7.11) lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

2xsen
1
x
− cos

1
x

e quest’ultimo limite non esiste.

Definizione 7.4.Sia f :]a,b[→ R. Una funzione F:]a,b[→ R si dice una primitiva di f
se F è derivabile in]a,b[ e risulta F′(x) = f (x), ∀x ∈]a,b[.

Teorema 7.12.Due primitive di una medesima funzione in un medesimo intervallo dif-
feriscono per una costante.

Dimostrazione.Si tratta di una ovvia conseguenza del teorema di Lagrange. Infatti la
funzione differenza delle due primitive ha derivata identicamente nulla. �

Comunque non è detto che una funzione qualsiasi abbia primitive.

Esempio 7.11.La funzioneU non ha primitive.

Dimostrazione.Infatti, se ne avesse andremmo contro il teorema di Darboux sulle derivate.
�

7.5. I teoremi di de L’H ôpital. In questo paragrafo presentiamo due teoremi che pos-
sono essere utili nello studio di alcune forme indeterminate. Precisamente si tratta delle
forme indeterminate del tipo00 e del tipo∞

∞
. Si tratta dei ben noti teoremi di de L’Hôpital

i quali permettono di determinare, in alcuni casi particolari, il comportamento di cer-
ti rapporti a partire da informazioni sulle derivate delle funzioni che costituiscono il
rapporto.

Teorema 7.13(I di de L’Hôpital). Siano f,g :]a,b)→ R ivi derivabili, tali che

(7.12) lim
x→a+

f (x) = lim
x→a+

g(x) = 0 .

Supponiamo che g′(x) , 0, ∀x ∈]a,b), e che esiste

(7.13) lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

∈ R̃ .

Allora esiste

(7.14) lim
x→a+

f (x)
g(x)

ed inoltre

(7.15) lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

.
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Dimostrazione.Supponiamo, per fissare le idee, che il limite in (7.13) sia finito, diciamolo
l. Fissatoε > 0, esisteδ > 0 tale che

(7.16) l − ε <
f ′(t)
g′(t)

< l + ε , ∀t ∈]a,a+ δ[ .

Fissati adessox, y nell’intervallo ]a,a+ δ[, applichiamo il teorema di Cauchy alla coppia
di funzioni f ,g ottenendo che esisteξ ∈]x, y [ tale che

(7.17)
f (x) − f (y)
g(x) − g(y)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Siccome il puntoξ appartiene all’intervallo di estremix, y, si ottiene

(7.18) l − ε <
f (x) − f (y)
g(x) − g(y)

< l + ε ,∀x, y ∈]a,a+ δ[ .

Passiamo adesso al limite pery→ a+ e quindi,

(7.19) l − ε <
f (x)
g(x)

< l + ε ,∀x ∈]a,a+ δ[ .

da cui la tesi. Nei casi in cui il limite noǹe finito la dimostrazionèe analoga. �

Teorema 7.14(II di de L’Hôpital). Siano f,g :]a,b)→ R ivi derivabili, tali che

(7.20) lim
x→a+
| f (x)| = lim

x→a+
|g(x)| = +∞ .

Supponiamo che g′(x) , 0, ∀x ∈]a,b), e che esistelimx→a+
f ′(x)
g′(x) ∈ R̃. Allora esiste

lim
x→a+

f (x)
g(x)

ed è uguale al precedente.

Dimostrazione.Incominciamo la dimostrazione ragionando come nel teorema precedente.
Supponiamo quindi, per fissare le idee, che il limite del rapporto tra le derivate sia finito,
diciamolol. Fissatoε > 0, esisteδ > 0 tale che

(7.21) l − ε <
f ′(t)
g′(t)

< l + ε , ∀t ∈]a,a+ δ[ .

Fissati adessox, y nell’intervallo ]a,a+ δ[, applichiamo il teorema di Cauchy alla coppia
di funzioni f ,g ottenendo che esisteξ ∈]x, y [ tale che

(7.22)
f (x) − f (y)
g(x) − g(y)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Siccome il puntoξ appartiene all’intervallo di estremix, y, si ottiene

(7.23) l − ε <
f (x) − f (y)
g(x) − g(y)

< l + ε ,∀x, y ∈]a,a+ δ[ .

Da questa otteniamo,

(7.24) (l − ε)

[
1−

g(y)
g(x)

]
+

f (y)
g(x)

<
f (x)
g(x)

<

[
1−

g(y)
g(x)

]
(l + ε) +

f (y)
g(x)
,∀x ∈]a,a+ δ[ .
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Passiamo adesso al limite perx→ a+. Allora,

(7.25) l − ε ≤ lim inf
x→a+

f (x)
g(x)

≤ lim sup
x→a+

f (x)
g(x)

≤ l + ε ,

e, vista l’arbitrariet̀a di ε, si ottiene la tesi.
La dimostrazionèe analoga nel caso in cui il limite nonè finito. �

Osservazione 7.5.I teoremi di de l’Hôpital non dicono che i due rapportif ′(x)
g′(x) e f (x)

g(x)

hanno lo stesso comportamento. Infatti, ad esempio, il rapporto2x+senx
2x−senx converge ad1 al

tendere di x all’ infinito ma il rapporto delle derivate non è regolare.

Osservazione 7.6.A volte è impossibile verificare le ipotesi del teorema. Tentando infatti
di applicare il teorema dell’ Hopital al calcolo di

(7.26) lim
x→+∞

√
x2 + 1
x

si trova che il rapporto delle derivate è

(7.27)
x

√
x2 + 1

,

e quindi non possiamo sapere se le ipotesi del teorema sono verificate.

Tuttavia a volte possiamo ricavare qualche utile informazione dal teorema di de l’Hôpital.

Esempio 7.12.

(7.28) lim
x→0

arcsenx
x

= 1

ovvero,

(7.29) arcsenx = x+ o(x), x→ 0 .

(7.30) lim
x→0

arctangx
x

= 1

ovvero,

(7.31) arctangx = x+ o(x), x→ 0.

7.6. La formula di Taylor. Ricordiamo che, se f:]a,b[→ R è derivabile nel punto
x0 ∈]a,b[ allora si ha:

(7.32) f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0) , x→ x0 ,

ovvero

(7.33) f (x) = T1(x) + o(x− x0) , x→ x0

dove T1 è un polinomio di primo grado. Anzi, T1 è l’unico polinomio di primo grado per
cui risulti

(7.34) T1(x0) = f (x0) , T′1(x0) = f ′(x0) .

In tal caso diremo che la funzione f(x) ed il polinomio hanno un contatto di ordine uno
nel punto x0.
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Definizione 7.5.Siano f,g :]a,b[→ R, due funzioni derivabili n volte in]a,b[. Diciamo
che funzioni hanno un contatto di ordine n nel punto x0 se accade che

(7.35) f ( j)(x0) = g( j)(x0) , ∀ j = 0, . . . ,n .

Visto che è possibile approssimare una funzione mediante la sua derivata, ci poni-
amo adesso il seguente problema: determinare un polinomio avente contatto di ordine
assegnato con la funzione f in un punto x0 interno al suo campo di definizione. Poniamo

(7.36) Tn(x) =
n∑

j=0

aj(x− x0)
j ,

con a0, . . . ,an ∈ R da determinarsi. Siccome

(7.37) T(k)
n (x) =

n∑
j=k

j( j − 1) · · · ( j − k+ 1)aj(x− x0)
j−k ,

si ha:

(7.38) T(k)
n (x0) = k!ak , k = 1, . . . ,n ,

e quindi

(7.39) Tn(x) =
n∑

j=0

f ( j)(x0)
j!

(x− x0)
j ,

è l’unico polinomio di grado n che ha un contatto di ordine n nel punto x0 con la funzione
f .

Teorema 7.15(Propriet̀a del polinomio di Taylor). Siano f,g :]a,b[→ R derivabili n
volte in]a,b[, sia x0 ∈]a,b[ e siano Tn[ f ],Tn[g] i rispettivi polinomi di Taylor. Allora:

1. Tn[α f + βg] = αTn[ f ] + βTn[g];
2. T′n[ f ] = Tn−1[ f ′].

Dimostrazione.Evidente dalla definizione di polinomio di Taylor e dalla linearità della
derivazione. �

Teorema 7.16(Formula di Taylor). Sia f :]a,b[→ R derivabile n volte in x0 ∈]a,b[.
Allora, posto En(x) = f (x) − Tn[ f ](x), si ha:

1. En(x) = o(x− x0)n, x→ x0;
2. Nel caso in cui la funzione f è derivabile n+ 1 volte, esiste c∈]a,b[ tale che

En(x) = f (n+1)(c)
(n+1)! (x− x0)n+1.

Dimostrazione.Incominciamo dimostrando la 1. Procederemo per induzione sun. Il caso
n = 1 la tesi coincide con la definizione di derivata. Supponiamo quindi che la tesi risulti
verificata per un certo interon−1 e proviamo chèe verificata pern. Applicando il teorema
di de l’Hôpital si ha:

(7.40) lim
x→x0

f (x) − Tn[ f ](x)
(x− x0)n

= lim
x→x0

f ′(x) − T
′

n[ f ](x)
n(x− x0)n−1

= lim
x→x0

f ′(x) − Tn−1[ f ′](x)
n(x− x0)n−1

= 0

da cui la 1.
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Proviamo adesso la 2. Fissiamox > x0. Le funzionig(x) = f (x) − Tn[ f ](x) e w(x) =
(x− x0)n+1 verificano le ipotesi del teorema di Cauchy nell’intervallo [x0, x]; esiste quindi
c1 interno a tale intervallo tale che

(7.41)
g(x)
w(x)

=
g′(c1)
w′(c1)

.

Applichiamo adesso il teorema di Cauchy alla coppia di funzionig′ e w′ nell’intervallo
[x0, c1]; esiste allorac2 interno a tale intervallo tale che

(7.42)
g′′(c2)
w′′(c2)

=
g′(c1)
w′(c1)

.

Continuando in questo modo si ottiene una sequenza finita di puntix0 < cn+1 < . . . < c2 <
c1 tale che

(7.43)
gn+1(cn+1)
wn+1(cn+1)

= . . . =
g′′(c2)
w′′(c2)

=
g′(c1)
w′(c1)

=
g(x)
w(x)

,

da cui, sostituendo,

(7.44)
f (x) − Tn(x)
(x− x0)n+1

=
f n+1(cn+1)
(n+ 1)!

cheè la tesi conc = cn+1. �

7.7. Applicazioni della formula di Taylor al calcolo dei limiti.

Esercizio 7.2.Calcolare il seguente limite

(7.45) lim
x→0

(senx
x

) senx
x−senx

.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione e quindi

lim
x→0

(senx
x

) senx
x−senx

= lim
x→0

exp
( senx
x− senx

log
senx

x

)
(7.46)

= lim
x→0

exp

 senx

x− (x− x3

3! + o(x3))
log

(
1+

senx
x
− 1

)
= lim

x→0
exp

senx
x3

3!

(senx
x
+ o

(senx
x
− 1

))
= lim

x→0
exp

(
(6

x
x3

(senx
x
− 1

))
= lim

x→0
exp

(
6

(
senx

x3
−

1
x2

))
= lim

x→0
exp

x− x3

6 + o(x3)

x3
−

1
x2

 = 1
e
.



58 G. DI FAZIO

Esercizio 7.3.Calcolare il seguente limite

(7.47) lim
x→0

1
x

(
(1+ senx)1/x

− e
)
.

L’origine è punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione e quindi

lim
x→0

1
x

(
(1+ senx)1/x

− e
)
= lim

x→0

1
x

(
exp

log(1+ senx)
x

− e

)
(7.48)

= lim
x→0

e
x

(
exp

(
log(1+ senx)

x
− 1

)
− 1

)
= lim

x→0

e
x

(
exp

(
log(1+ senx) − x

x

)
− 1

)
= lim

x→0

e
x

(
exp

(senx− x
x

)
− 1

)
= lim

x→0

e
x

(
exp

(
−x3/6

x

)
− 1

)
= lim

x→0
e
e−x2/6 − 1
−x2/6

(
−

x
6

)
= 0 .

7.8. Funzioni convesse in un intervallo.

Definizione 7.6.Un sottoinsieme X diR2 si dice convesso se, per ogni coppia P0,P1 di
suoi punti il segmento che congiunge P0,P1 è contenuto X.

Definizione 7.7.Sia f : (a,b)→ R. Diciamo che f è convessa in(a,b) se l’insieme

(7.49) EPI(f ) = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (a,b), y ≥ f (x)}

è convesso. Diciamo che f è concava se− f è convessa.

Dalla definizione è evidente che:

Teorema 7.17.La funzione f : (a,b) → R è convessa in(a,b) se e solo se comunque
si scelgono x, y ∈ (a,b) i punti del segmento di estremi P= (x, f (x)), Q = (y( f (y))
appartengono all’insiemeEPI(f ).

Osservazione 7.7.La definizione ed il teorema precedente si possono tradurre in termini
analitici. La funzione f(x) si dice quindi convessa nell’intervallo(a,b) se,

(7.50) f (tx+ (1− t)y) ≤ t f (x) + (1− t) f (y) , ∀t ∈ [0,1] , ∀x, y ∈ (a,b) .

Lemma 7.1(di convessit̀a). Sia f : (a,b)→ R. Poniamo

(7.51) Φ(x, y) =
f (x) − f (y)

x− y
, x, y ∈ (a,b), x , y.

Allora f è convessa se e solo se

(7.52) Φ(x, z) ≤ Φ(x, y) ≤ Φ(z, y), ∀x, y, z ∈ (a,b) , x < z< y .
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Dimostrazione.la disuguaglianza

(7.53) Φ(x, z) ≤ Φ(x, y)

è equivalente alla disuguaglianza

(7.54) f (z) ≤ f (x)
y− z
y− x

+ f (y)
x− z
y− x

,

la qualeè la definizione di convessità. La disuguaglianza (7.53) esprime il fatto che il
rapporto incrementalèe monotono. Da questo segue quindi cheΦ(x, y) ≤ Φ(z, y). �

Teorema 7.18.Sia f :]a,b[→ R convessa in]a,b[. Allora:

1. f è derivabile dalla destra e dalla sinistra in tutti i punti di]a,b[;
2. f è continua in tutti i punti di]a,b[.

Dimostrazione.Il teoremaè una conseguenza immediata del lemma di convessità. Infatti,
il lemma afferma che i rapporti incrementali sono crescenti e limitati superiormente da
cui la 1. Per provare la 2. basta osservare che la derivabilità dalla destra o dalla sinistra
implicano - rispettivamente - la continuità. �

Teorema 7.19.Sia f :]a,b[→ R una funzione convessa in]a,b[ e derivabile in x0 ∈]a,b[.
Allora,

(7.55) f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x− x0) , ∀x ∈]a,b[ .

Dimostrazione.Supponiamox < z< x0. Dal lemma di convessità

(7.56) Φ(x, z) ≤ Φ(x, x0) ≤ Φ(z, x0) , ∀z ∈]x, x0[

da cui, passando al limite perz→ x+0 ,

(7.57) Φ(x, x0) ≤ f ′(x0)

ovvero

(7.58) f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x ∈]a, x0[ .

Procedendo in modo simile perx > x0 otteniamo

(7.59) f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x ∈]x0,b[ .

�

Corollario 7.2. Sia f :]a,b[→ R una funzione convessa in]a,b[ e derivabile in almeno
un punto x0 ed inoltre f′(x0) = 0. Allora il punto x0 è punto di minimo assoluto per f in
]a,b[.

Dimostrazione.È una conseguenza immediata della disuguaglianza (7.55). �

Osservazione 7.8.Ispirandoci alla tecnica dicotomica già utilizzata più volte in prece-
denza, si può attuare una procedura che permette la determinazione del punto di minimo.
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Dimostrazione.Supponiamo chef ′(a) ed f ′(b) abbiano segno opposto;infatti, se hanno
lo stesso segno, il minimo della funzione si trova in uno degli estremi dell’intervallo
[a,b]. Dividiamo l’intervallo [a,b] a met̀a e chiamiamo [a1,b1], la parte tale che agli
estremi la funzionef ′ assume valori di segno opposto. Procedendo in questo modo, come
nel teorema di esistenza degli zeri, troviamo due successioni numeriche, una crescente,
{an} e l’altra decrescente{bn}, entrambe limitate e quindi convergenti. Siccome le due
successioni sono estremi di intervalli la cui ampiezza tende a zero, hanno lo stesso limite.
Detto c tale limite, proviamo chef ′(c) = 0. Ricordiamo che una funzione convessaè
derivabile dalla destra e dalla sinistra in ogni punto interno all’intervallo di definizione.
Siccome, f ′(an) < 0 e an ≤ c, passando al limite si ha:f ′−(c) ≤ 0. Similmente, da
f ′(bn) > 0 , tenuto conto chebn ≥ c, si trova f ′+(c) ≥ 0 da cui la tesi. �

Osservazione 7.9.Notiamo esplicitamente che, nella dimostrazione precedente, non è
stato usato il fatto che f′(c) = 0. Infatti, ciò non è affatto necessario per l’esistenza del
minimo, (vedi la funzione|x|).

Teorema 7.20.Sia f :]a,b[→ R derivabile in]a,b[. Allora f è convessa se e solo se f′ è
crescente in]a,b[.

Dimostrazione.Sia f convessa. Proviamo chef ′ è crescente. Siano quindix1, x2 ∈

]a,b[, x1 < x2. Per il lemma di convessità,

(7.60) Φ(x1, x) ≤ Φ(x1, x2) ≤ Φ(x, x2), ∀x1 < x < x2.

Passando al limite perx→ x+1 nella diseguaglianza di sinistra si trova

(7.61) f ′(x1) ≤ Φ(x1, x2)

mentre passando al limite perx→ x−2 nella diseguaglianza di destra si trova

(7.62) Φ(x1, x2) ≤ f ′(x2)

quindi

(7.63) f ′(x1) ≤ f ′(x2) .

Viceversa, sianox < z < y tre punti dell’ intervallo ]a,b[. Applicando il teorema
di Lagrange nell’ intervallo ]x, z[ abbiamo che∃c ∈]x, z[ : f ′(c) = Φ(x, z) e, simil-
mente, applicando il teorema di Lagrange nell’ intervallo ]z, y[ abbiamo che∃c ∈]z, y[ :
f ′(d) = Φ(z, y) e utilizzando la monotonia dif ′ si trovaΦ(x, z) ≤ Φ(z, y) ovvero i rapporti
incrementali sono crescenti in una variabile - fissata l’altra. Allora,

(7.64) Φ(x, z) = Φ(z, x) ≤ Φ(y, x) = Φ(x, y) ≤ Φ(z, y)

quindi f è convessa. �

Teorema 7.21.Sia f :]a,b[→ R derivabile due volte in]a,b[. Allora f è convessa se e
solo se f′′(x) ≥ 0 in ]a,b[.

Dimostrazione.Infatti, f è convessa se e solo sef ′ è crescente e quindi la tesi. �
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Definizione 7.8.Sia f :]a,b[→ R e sia x0 ∈]a,b[. Supponiamo che f sia derivabile in x0

oppure il grafico di f presenta tangente verticale nel punto x0. Se esisteδ > 0 tale che f
è convessa in]x0 − δ, x0[ e concava in]x0, x0 + δ[ o viceversa, allora si dice che il punto
x0 è un punto di flesso per la funzione.

Teorema 7.22.Sia f :]a,b[→ R derivabile due volte in x0 ∈]a,b[. Supponiamo che il
punto x0 sia di flesso per f. Allora f ′′(x0) = 0.

Dimostrazione.Se in ]x0, x0 + δ[ la funzioneè concava alloraf ′(x) è decrescente ovvero

(7.65)
f ′(x) − f ′(x0)

x− x0
≤ 0, ∀x ∈]x0, x0 + δ[ .

D’altra parte in ]x0 − δ, x0[ la funzioneè convessa quindi

(7.66)
f ′(x) − f ′(x0)

x− x0
≥ 0, ∀x ∈]x0 − δ, x0[

da cui la tesi passando al limite perx→ x0. �

Esempio 7.13.La funzione f(x) = x3 ha un flesso nell’ origine e f′′(0) = 0.

Osservazione 7.10.Il teorema non è invertibile. Infatti, la funzione f(x) = x4 non ha
flesso nell’ origine ma f′′(0) = 0.

Esercizio 7.4.Studiare la concavità e la convessità della funzione f(x) = xe−x2
in R. La

funzione è derivabile due volte in tutti i punti del suo campo di esistenza. Le derivate
della funzione sono:

(7.67) f ′(x) = e−x2
(1− 2x2) , f ′′(x) = 2xe−x2

(2x2 − 3) .

Studiando il segno della derivata seconda si deduce che la funzione è concava negli in-

tervalli
]
−∞,−

√
3
2

[
,
]
0,

√
3
2

[
mentre risulta convessa negli intervalli

]
−

√
3
2,0

[
,
]√

3
2,+∞

[
Teorema 7.23.Sia f :]a,b[→ R, una funzione derivabile n volte in x0 ∈]a,b[, con n≥ 2,
e supponiamo che f(k)(x0) = 0, k = 1, . . . ,n− 1 e f(n)(x0) , 0. Allora:

1. Se n è dispari, il punto x0 non è di estremo relativo per f ;
2. Se n è pari e f(n)(x0) > 0 allora x0 è punto di minimo relativo per f ;
3. Se n è pari e f(n)(x0) < 0 allora x0 è punto di massimo relativo per f .

Dimostrazione.Applicando la formula di Taylor arrestata all’ ordinen con il resto nella
forma di Peano otteniamo:

(7.68) f (x) − f (x0) = (x− x0)
n

[
f (n)(x0)

n!
+

o(x− x0)n

(x− x0)

]
e passando al limite perx → x0 si trova che l’espressione entro parentesi quadre ha lo
stesso segno dif (n)(x0) da cui la tesi. �

Esercizio 7.5.Dire se l’origine è estremo relativo per la funzione f(x) = xsenx−cos 2x.

Esercizio 7.6.Dire se l’origine è estremo relativo per la funzione f(x) = x log(1− x) +
ex2
− 1.
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Esercizio 7.7.Studiare il grafico della funzione f(x) = xarctang(| log x | + log x).

Esercizio 7.8.Studiare il grafico della funzione f(x) = x3ex |x |.

Esercizio 7.9.Dire quante soluzioni ha l’equazione x7 = 7x.
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8. S N

8.1. Serie Numeriche nel campo reale.

Definizione 8.1.Data una successione{an} ⊂ R poniamo sn =
∑n

j=1 aj. La coppia or-
dinata ({an}, {sn}) si dice serie numerica di termine generale{an} Se la successione - che
chiameremo successione delle somme parziali -{sn} è regolare indicheremo con il simbolo∑∞

n=1 an il suo limite che si chiamerà somma della serie.

Esempio 8.1(Serie di M̀engoli). Studiamo la serie
∑∞

n=1
1

n(n+1). Per calcolare sn notiamo
che

(8.1)
1

p(p+ 1)
=

1
p
−

1
p+ 1

, ∀p ∈ R, p , 0, p , −1

e quindi

(8.2) sn =

n∑
j=1

(
1
j
−

1
j + 1

)
=

(
1−

1
2

)
+

(
1
2
−

1
3

)
+ · · · +

(
1
n
−

1
n+ 1

)
= 1−

1
n+ 1

→ 1 .

La serie è regolare ed ha per somma1.

Esempio 8.2(Serie armonica). Studiamo la serie
∑∞

n=1
1
n. Proviamo che la serie è diver-

gente a+∞. Notiamo che, essendo an > 0, la successione sn, quindi la serie, è regolare.
Sarà allora sufficiente provare che una estratta di sn è divergente. Si ha:

s2n = 1+
1
2
+

(
1
3
+

1
4

)
+

(
1
5
+

1
6
+

1
7
+

1
8

)
+

(
1
9
+ · · · +

1
16

)
+ · · · +

(
1

2n−1 + 1
+ · · · +

1
2n

)(8.3)

≥ 1+
1
2
+ 2

1
4
+ 4

1
8
+ · · · + 2n−1 1

2n
= 1+

n
2
→ +∞.

(8.4)

Esempio 8.3(La serie geometrica).
∑∞

n=0 qn con q∈ R.
Se q= 1 si ha sn = n→ +∞. Sia perciò q, 1.Ricordando la formula per la somma dei

termini di una progressione geometrica abbiamo, sn =
1−qn

1−q da cui si deduce facilmente
il comportamento della serie. Precisamente si trova che la serie converge se e solo se
|q| < 1 ed in tal caso la sua somma è11−q.

Esempio 8.4.Studiamo la serie

(8.5)
∞∑

n=1

log(1+
1
n

) .

La serie diverge positivamente. Infatti,

(8.6) sn =

n∑
j=1

log(1+
1
j
) =

n∑
j=1

(
log( j + 1)− log j

)
= log(n+ 1)→ +∞.
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Notiamo che per determinare il carattere della serie abbiamo proceduto per via diretta.
Cioè abbiamo espresso in forma chiusa il termine generale della successione delle somme
parziali. In generale, un tale procedimento è da sconsigliare per le difficoltà di carattere
algebrico. Cerchiamo quindi delle condizioni dalle quali dedurre il carattere della serie
senza essere costretti a manipolare la successione sn.

Definizione 8.2(Serie resto). Data una serie numerica
∑∞

n=1 an e un numero k∈ N,
diciamo serie resto di ordine k la serie ottenuta da quella data cancellando i primi k
termini ovvero la serie

∑∞
n=k+1 an.

Teorema 8.1.Una serie ed un suo qualsiasi resto hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione.Si ha:

(8.7) sn = a1 + · · · + ak +

n∑
j=k+1

aj = sk +

n∑
j=k+1

aj

�

Teorema 8.2.La successione dei resti di una serie convergente è infinitesima.

Dimostrazione.Usando le notazioni del teorema precedente abbiamo:

(8.8) Rk ≡

∞∑
j=k+1

aj = lim
n→∞

n∑
j=k+1

aj = lim
n

sn − sk = s− sk

da cui

(8.9) lim
k

Rk = lim
k

s− sk = 0.

�

Teorema 8.3.Si ha:
∞∑

n=1

λan = λ

∞∑
n=1

an ∀λ , 0;(8.10)

∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑

n=1

an +

∞∑
n=1

bn ,(8.11)

tranne il caso in cui si presenti la forma indeterminata+∞−∞.

Dimostrazione.Basta passare al limite nelle eguaglianze

(8.12)
n∑

j=1

λaj = λ

n∑
j=1

aj ,

n∑
j=1

(aj + bj) =
n∑

j=1

aj +

n∑
j=1

bj

�

Teorema 8.4.Condizione necessaria e sufficiente affinchè la serie
∑∞

n=1 an sia convergente
è che

(8.13) ∀ε > 0 ∃ ν ∈ N : ∀n > ν ∀p ∈ N

∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

j=n+1

aj

∣∣∣∣∣∣∣ < ε .
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Dimostrazione.Basta applicare il criterio di convergenza per le successioni alla succes-
sionesn. �

Corollario 8.1. Condizione necessaria affinchè la serie
∑∞

n=1 an risulti convergente è che
an→ 0.

Dimostrazione.Basta applicare il criterio precedente conp = 1. �

Osservazione 8.1.La condizione non è sufficiente per la convergenza. Basti pensare alla
serie armonica.

Una classe particolare di serie è costituita dalle serie a termini di segno costante. La
caratteristica di queste serie è di avere la successione delle somme parziali monotona
cosicchè tali serie risultano sempre regolari.

Teorema 8.5(di confronto). Siano
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn due serie tali che:0 ≤ an ≤ bn ∀n ∈
N. Allora:

1.
∑∞

n=1 bn ∈ R =⇒
∑∞

n=1 an ∈ R ed in tal caso
∑∞

n=1 an ≤
∑∞

n=1 bn;
2.

∑∞
n=1 an = +∞ =⇒

∑∞
n=1 bn = +∞.

Dimostrazione.Dall’ ipotesi si ha:

(8.14)
n∑

j=1

aj ≤

n∑
j=1

bj ≤

∞∑
n=1

bn

e ricordando che le somme parziali di ciascuna delle due serie sono monotone segue la 1.
Similmente si prova la 2. �

Teorema 8.6.Sia
∑∞

n=1 an una serie numerica convergente a termini positivi. Sia{kn} una
successione crescente di interi e sia bn = akn. Allora

∑∞
n=1 bn converge e si ha:

∑∞
n=1 bn ≤∑∞

n=1 an.

Dimostrazione.Si ha:

(8.15)
n∑

j=1

bj =

n∑
j=1

ak j ≤

kn∑
j=1

aj ≤

∞∑
j=1

aj ∀n ∈ N

da cui la tesi per monotonia. �

Corollario 8.2. Siano
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn due serie a termini positivi che contengano gli
stessi termini. Allora si ha:

(8.16)
∞∑

n=1

an =

∞∑
n=1

bn.

Dimostrazione.Basta applicare due volte il teorema precedente. �

Studiamo adesso alcune condizioni sufficienti per la convergenza delle serie a termini
positivi.
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Teorema 8.7(del rapporto). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponiamo che
esistono h∈ [0,1[ eν ∈ N tali che

(8.17)
an+1

an
≤ h ∀n > ν .

Allora la serie converge.

Dimostrazione.Dall’ ipotesi si ha:

(8.18) aν+k+1 ≤ haν+k ≤ h2aν+k−1 ≤ · · · ≤ hkaν+1

e quindi la tesi dal teorema di confronto. �

Teorema 8.8.Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponiamo che esisteν ∈ N tale
che

(8.19)
an+1

an
≥ 1 ∀n > ν ,

Allora la serie diverge.

Dimostrazione.La successionean è monotona crescente e quindi non può tendere a zero.
Viene violata la condizione necessaria di convergenza. �

Corollario 8.3 (criterio del rapporto). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponi-
amo che esistelimn

an+1
an
= l ∈ R̃. Allora:

1. Se l> 1 la serie diverge;
2. Se l< 1 la serie converge;
3. Se l= 1 nulla può dirsi.

Dimostrazione.La dimostrazionèe una ovvia conseguenza del teorema precedente e del
teorema della permanenza del segno. �

Osservazione 8.2.Con riferimento al caso 3. osserviamo che la serie armonica e la serie
di Mengoli rientrano entrambe nel caso 3. ma hanno carattere diverso.

Teorema 8.9(della radice). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponiamo che
esistono h∈ [0,1[ eν ∈ N tali che

(8.20) n
√

an ≤ h ∀n > ν ,

Allora la serie converge.

Dimostrazione.Si ha:an ≤ hn e la tesiè immediata per confronto. �

Teorema 8.10(della radice). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponiamo che
esisteν ∈ N tale che

(8.21) n
√

an ≥ 1 ∀n > ν .

Allora la serie diverge.

Dimostrazione.Si ha:an ≥ 1 e la tesi segue dalla condizione necessaria di convergenza.
�
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Corollario 8.4 (criterio della radice). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponi-
amo che esiste

(8.22) lim
n

n
√

an = l ∈ R̃ .

Allora:

1. Se l> 1 la serie diverge;
2. Se l< 1 la serie converge;
3. Se l= 1 nulla può dirsi.

Teorema 8.11(Raabe). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi. Supponiamo che esiste

(8.23) lim
n

n

(
an

an+1
− 1

)
= l ∈ R̃ .

Allora:

1. Se l> 1 la serie converge;
2. Se l< 1 la serie diverge;
3. Se l= 1 nulla può dirsi.

Attraverso i criteri del rapporto e della radice si possono studiare le serie il cui termine
generale presenta un tasso di decadimento più che polinomiale. Falliscono entrambi, ad
esempio, per la serie (armonica generalizzata)

∑∞
n=1

1
nα α > 0. Talvolta risulta utile il

criterio di Raabe. Comunque proviamo il seguente risultato dovuto a Cauchy.

Teorema 8.12(di condensazione). Sia
∑∞

n=1 an una serie a termini positivi tale che0 ≤
an+1 ≤ an ∀n ∈ N. Allora le serie

∑∞
n=1 an e

∑∞
n=0 2na2n hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione.Si ha:

σn ≡

n∑
k=0

2ka2k ≤ a1 + 2 {a2 + (a3 + a4) + (a5 + · · · + a8) + · · · + (a2n−1+1 + · · · + a2n)}

(8.24)

≤ a1 + 2(s2n − a1) = −a1 + 2s2n

(8.25)

ovvero
σn ≤ −a1 + 2s2n ∀n ∈ N.

D’altra parte

sn ≤ s2n−1 =

2n−1∑
k=1

ak = a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + · · · + a7) + · · · + (a2n−1 + · · · + a2n−1)

≤ a1 + 2a2 + 22a22 + · · · + 2n−1a2n−1 = σn−1

(8.26)

e la tesi segue applicando due volte il teorema di confronto. �
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Usando il teorema di condensazione è possibile studiare la serie armonica generaliz-
zata.

Esempio 8.5.Studiamo la serie
∞∑

n=1

1
nα

α > 0.

Applicando il teorema di condensazione, è sufficiente conoscere il carattere della serie
∞∑

n=0

(21−α)n α > 0

che è ovviamente noto in quanto serie geometrica. Pertanto la serie armonica generaliz-
zata converge se e solo seα > 1.

Dal teorema di confronto segue immediatamente il

Teorema 8.13(del confronto asintotico). Siano
∑∞

n=1 an e
∑∞

n=1 bn due serie a termini
positivi. Se∃ limn→∞

an

bn
= l > 0 allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Osservazione 8.3.Il teorema si può riformulare nel modo seguente: Se an = o(1), e
bn = o(1) e an = l bn + o(1) allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Adesso, per mostrare l’utilità dei vari criteri di convergenza, studiamo alcune serie
numeriche.

Esempio 8.6.
∑∞

n=1 sen1
n = +∞.

Infatti,

(8.27) sen
1
n
=

1
n
+ o

(
1
n

)
.

Esempio 8.7.
∑∞

n=1 log
(
1+ 1

nα

)
ha lo stesso carattere della serie armonica generalizzata.

Infatti,

(8.28) log

(
1+

1
nα

)
=

1
nα
+ o

(
1
nα

)
.

Esempio 8.8.
∑∞

n=1 sen2 1
n2 converge.

Infatti,

(8.29) sen2
1
n2
=

1
n4
+ o

(
1
n4

)
.

Esempio 8.9.
∑∞

n=1
3n2+7n+

√
2

n4+
√

3n3+2n2+5n+1
converge.

Infatti,

(8.30)
3n2 + 7n+

√
2

n4 +
√

3n3 + 2n2 + 5n+ 1
=

3
n2
+ o

(
3
n2

)
.
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Esempio 8.10.
∑∞

n=1
logk n

nα , k ∈ N, α > 0 ha lo stesso carattere della serie armonica
generalizzata.

Infatti, applicando il teorema di condensazione, la serie data ha lo stesso carattere
della serie

(8.31)
∞∑

n=1

nk

(2α−1)n

la quale risulta convergente perα > 1 e divergente seα ≤ 1 indipendentemente dal valore
di k.Notiamo incidentalmente che, come conseguenza della convergenza della serie si ha:

(8.32) lim
n→∞

logk n
nα
= 0.

Esempio 8.11.
∑∞

n=1
2n−1

3n+1 (1+ e−x2
)n;

È una serie geometrica di ragione23(1+ e−x2
) e quindi converge se e solo se il modulo

della ragione è minore di1 ovvero, per|x| >
√

log 2.

Esempio 8.12.
∑∞

n=1
nn

(2n
n)

;

La serie diverge. Infatti, aplicando il criterio del rapporto si trova

(n+ 1)(n+1)(
2n+2
n+1

) ·

(
2n
n

)
nn
=

(
1+

1
n

)n

(n+ 1)
(2n)!
(n!)2

((n+ 1)!)2

(2n+ 2)!

=

(
1+

1
n

)n (n+ 1)3

(2n+ 1)(2n+ 2)
→ +∞.(8.33)

Esempio 8.13.
∑∞

n=1
nn

(n!)2 ;
La serie converge. Applicando il criterio del rapporto si ha:

(8.34)
(n+ 1)n+1

((n+ 1)!)2
·

(n!)2

nn
→ 0 .

Esempio 8.14.
∑∞

n=1
n!
nn ;

La serie converge. Applicando il criterio del rapporto si ha:

(8.35)
(n+ 1)!

(n+ 1)(n+1)
·

nn

n!
=

( n
n+ 1

)n

→
1
e
< 1 .

Esempio 8.15.
∑∞

n=1
1

4n2−1 =
1
2;

Infatti, ragionando come nel caso della serie di Mèngoli si ha:

(8.36)
1

4n2 − 1
=

1
2

(
1

2n− 1
−

1
2n+ 1

)
, ∀n ∈ N

e quindi

(8.37) sn =
1
2

(
1−

1
2n− 1

)
→

1
2
.
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Esempio 8.16.
∑∞

n=1
1

n3n

(
1+ 1

n

)n2

;
La serie converge. Infatti, applicando il criterio della radice si ha:

(8.38)
1

3 n
√

n

(
1+

1
n

)n

→
e
3
< 1 .

Esempio 8.17.
∑∞

n=0

(
log2 x− log x

)n
, x > 0;

La serie è geometrica di ragione q= (log2 x − log x) e quindi converge se e solo se

|q| < 1 ovvero per x< e
1−
√

5
2 .

Esempio 8.18.
∑∞

n=1

(
1− log

(
1− 1

x

))2n √n+1−1
n ;

Posto q= 1− log
(
1− 1

x

)
, applicando il criterio del rapporto si ha che la serie converge

se|q| < 1.

Esempio 8.19.
∑∞

n=1
x2n

n!

(
1+ 1

n

)arctangn
;

Usando il criterio del confronto asintotico si vede che la serie ha lo stesso carattere
della serie

∑∞
n=1

x2n

n! . Quest’ ultima serie si studia poi con il criterio della radice trovando
che converge∀x ∈ R.

Esempio 8.20.
∑∞

n=1

(
1+ 1

4 + · · · +
1
n2

)
x2n;

Applichiamo il criterio del rapporto.

(8.39)

(
1+ 1

4 + · · · +
1
n2 +

1
(n+1)2

)
x2n+2(

1+ 1
4 + · · · +

1
n2

)
x2n

=

1+ 1
(n+1)2

1+ 1
4 + · · · +

1
n2

 x2→ x2

e quindi la serie è convergente se e solo se|x| < 1.

Esempio 8.21.
∑∞

n=1
1

nlogn ;
La serie converge. Infatti,

(8.40)
1

nlogn
≤

1
n2

∀n ≥ 2.

Esempio 8.22.
∑∞

n=2
1

logn! ; Confrontiamo con la serie
∑∞

n=2
1

n logn. Infatti, ricordando che
n!
nn → 0 si deduce che, almeno definitivamente si ha:

(8.41)
1

n logn
≤

1
logn!

e quindi la serie data diverge.

Esempio 8.23.
∑∞

n=1
n
√

n

2n ; (confronta con1
nα .)

8.2. Serie a termini di segno non costante.

Teorema 8.14.Sia data la serie
∑∞

n=0 anbn. Supponiamo che bn ≥ bn+1 → 0 ed inoltre
esista M: |An| =

∣∣∣∑n
j=0 aj

∣∣∣ ≤ M ∀n ∈ N. Allora la serie
∑∞

n=0 anbn converge.
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Dimostrazione.Proviamo che la serie converge verificando il criterio di Cauchy. Ricor-
diamo chebn→ 0 ovvero che

(8.42) ∀ε > 0 ∃ ν ∈ N : ∀n > ν ⇒ 0 < bn < ε

e quindi, sen > ν, p ∈ N, si ha:

n+p∑
k=n

akbk = anbn + · · · + an+pbn+p

= an(bn − bn+1) + (an + an+1)(bn+1 − bn+2)+

+ (an + an+1 + an+2)(bn+2 − bn+3) + · · ·

+ (an + an+1 + an+2 + · · · + an+p−2)(bn+p−2 − bn+p−1)

+ (an + an+1 + an+2 + · · · + an+p−1)(bn+p−1 − bn+p)

+ bn+p(an + an+1 + an+2 + · · · + an+p−1) .

Usiamo adesso il fatto che le somme parziali della prima serie sono uniformemente
limitate dal numeroM ed otteniamo

(8.43)

∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

akbk

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Mbn

e la tesi segue subito dalla (8.42). �

Teorema 8.15.Supponiamo che la serie
∑∞

n=0 an sia convergente. Sia inoltre bn una
successione monotona e limitata. Allora la serie

∑∞
n=0 anbn è convergente.

Dimostrazione.Supponiamo, ad esempio, che la successionebn sia decrescente e chiami-
amo l il suo limite. Applicando il teorema precedente si ha che la serie

∑∞
n=0 an(bn − l).

Dal fatto cheanbn = an(bn− l)+anl la tesi si ottiene applicando il teorema precedente alla
serie

(8.44)
+∞∑
n=0

an(bn − l) .

�

Come corollario si ha il seguente criterio di convergenza di Leibniz.

Teorema 8.16.Sia data la serie
∑∞

n=0(−1)nan tale che:0 < an+1 < an, an → 0. Allora la
serie è convergente.

Osservazione 8.4.Nelle stesse ipotesi del teorema appena dimostrato si ha:

(8.45) |s− sn| ≤ Mbn, ∀n ∈ N .
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Dimostrazione.Infatti,

|s− sn| =

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
j=n

ajbj

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣limk

k∑
j=n

ajbj

∣∣∣∣∣∣∣
= lim

k
|an(bn − bn+1) + (an + an+1)(bn+1 − bn+2) + · · · + (bk−1 − bk)(an + · · · + ak)

+bk(an + · · · + ak)|

≤ Mbn ∀n ∈ N .

(8.46)

e, nel caso del teorema di Leibniz la disuguaglianza prende la forma seguente

(8.47) |s− sn| ≤ bn ∀n ∈ N .

�

Definizione 8.3.La serie
∑∞

n=0 an si dice Assolutamente convergente se la serie
∑∞

n=0 |an|

converge.

In generale convergenza e convergenza assoluta non sono equivalenti. Infatti, si ha:

Teorema 8.17.Una serie Assolutamente convergente è convergente.

Dimostrazione.Poniamo

(8.48) a+n =
|an| + an

2
, a−n =

|an| − an

2
.

Osserviamo che

(8.49) 0≤ a+n ≤ |an| , 0 ≤ a−n ≤ |an|

ed inoltre,

(8.50) an = a+n − a−n , |an| = a+n + a−n
e quindi, le serie

∑+∞
n=0 a+n ,

∑+∞
n=0 a−n risultano convergenti in quanto a termini positivi e

maggiorate dalla serie
∑+∞

n=0 |an|. �

Esempio 8.24.La serie
∑∞

n=1
(−1)n

n è convergente ma non assolutamente convergente.

Teorema 8.18.Sia
∑∞

n=1 an una serie tale che an = bn + o(cn) dove la serie
∑∞

n=1 bn è
convergente mentre la serie

∑∞
n=1 cn è assolutamente convergente. Allora la serie

∑∞
n=1 an

risulta convergente.

Dimostrazione.Per ipotesi si ha:an − bn = o(cn) e quindi
∑∞

n=1(an − bn) è assolutamente
convergente, quindi

∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1(an − bn) +

∑∞
n=1 bn converge. �

Esempio 8.25.La serie

(8.51)
∞∑

n=0

(−1)n
nn

enn!

è convergente.
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Infatti,

(8.52) ∀n ∈ N, ∃θn ∈]0,1[ : n! = nne−n
√

2πne−θn/12n

e quindi

(8.53) (−1)n
nn

enn!
= (−1)n

1
√

2πn

(
1−

θn
12n
+ o

(
1
n

))
=

1
√

2π

(−1)n
√

n
−

(−1)nθn

12
√

2πn3/2
+o

(
1

n3/2

)
da cui quanto affermato perché la serie

(8.54)
∞∑

n=1

(−1)n
√

n

è convergente per il teorema di Leibniz mentre la serie

(8.55)
∞∑

n=1

(−1)nθn
n3/2

è assolutamente convergente.

Esempio 8.26.La serie numerica

(8.56)
∞∑

n=1

(−1)n
√

n+ (−1)n

è convergente.
Infatti, ricordando la relazione

1
1+ t

=

+∞∑
n=0

(−t)n , |t | < 1 ,

si ha:

(−1)n
√

n+ (−1)n
=

(−1)n
√

n

√√√√ 1

1+
(−1)n

n

=
(−1)n
√

n

(
1−

(−1)n

n
+ o

(
1
n

))

=
(−1)n
√

n
−

1
√

n3
+ o

(
1

n3/2

)
, .

8.3. Propriet à associativa e commutativa.

Definizione 8.4.Sia data la serie
∑∞

n=1 an. Sia {kn} una successione di interi crescente.
A partire dalla serie data possiamo costruire la successione bn =

∑kn
j=kn−1+1 aj e la serie∑∞

n=1 bn. Diciamo che la serie
∑∞

n=1 an gode della proprietà associativa se la serie
∑∞

n=1 bn

converge per ogni scelta possibile della successione{kn} ed inoltre
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1 an

Esempio 8.27.La serie
∑∞

n=0(−1)n non gode della proprietà associativa.
Infatti,

1 = 1+
∞∑

n=1

((−1)n + (−1)n+1) ,
∞∑

n=0

((−1)n + (−1)n+1) = 0.
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Teorema 8.19.Ogni serie regolare gode della proprietà associativa.

Dimostrazione.Infatti la successione delle somme parziali della serie
∑∞

n=1 bn è una es-
tratta della successione delle somme parziali della serie

∑∞
n=1 an. �

Definizione 8.5.Diciamo che la serie
∑∞

n=1 bn è un riordinamento della serie
∑∞

n=1 an se
esiste una corrispondenza biunivoca j: N→ N tale che: bn = ajn ∀n ∈ N.

Definizione 8.6.Diciamo che la serie
∑∞

n=1 an gode della proprietà commutativa se ogni
suo riordinamento è convergente e la somma di tutti i riordinamenti è uguale alla somma
della serie data.

Teorema 8.20.Ogni serie assolutamente convergente gode della proprietà commutativa.

Dimostrazione.Il teoremaè stato gìa provato nel caso delle serie a termini positivi. Sia∑∞
n=1 an la serie in questione. Poniamo

a+n = max{an,0}, a−n = max{−an,0},

e analogamente,
b+n = max{bn,0}, b−n = max{−bn,0}.

Si ha:
0 ≤ a+n ≤ |an|; 0 ≤ a−n ≤ |an|

e quindi dall’ipotesi segue che le serie
∑∞

n=1 a+n ,
∑∞

n=1 a−n sono entrambe convergenti.
Essendo queste ultime a termini positivi possiamo dire che

∞∑
n=1

b+n =
∞∑

n=1

a+n ;
∞∑

n=1

b−n =
∞∑

n=1

a−n .

Allora, per differenza, converge anche il riordinamento e si ha:
∞∑

n=1

bn =

∞∑
n=1

b+n −
∞∑

n=1

b−n =
∞∑

n=1

a+n −
∞∑

n=1

a−n =
∞∑

n=1

an.

cheè la tesi. �

Teorema 8.21(Riemann - Dini). Sia
∑∞

n=1 an una serie convergente ma non assoluta-
mente convergente. Allora assegnati ad arbitrioα ≤ β, α, β ∈ R̃ è possibile costruire
un riordinamento della serie data tale cheα, β siano rispettivamente massimo e minimo
limite per la successione delle somme parziali delle serie riordinata.

Dimostrazione.Si ha:
+∞∑
n=0

a+n =
+∞∑
n=0

a−n = +∞.

Siano{Pj} e {Q j} rispettivamente i termini positivi ed i moduli dei termini negativi della
serie data nello stesso ordine in cui si presentano in

∑+∞
n=0 an. Naturalmente,

+∞∑
n=0

Pn =

+∞∑
n=0

Qn = +∞.
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Adesso assegnamo due successioni{αn}, {βn} tali che

αn→ α, βn→ β.

Siam1 il minimo intero tale che

P1 + P2 + · · · + Pm1 > β1,

e siak1 il minimo intero tale che

P1 + P2 + · · · + Pm1 − (Q1 + Q2 + · · · + Qk1) < α1

In maniera simile si determinano i numerim2, k2, . . . ,mn, kn. Posto infine

xn = P1 + P2 + · · · + Pm1 − (Q1 + Q2 + · · · + Qk1) + Pm1+1 + Pm1+2 + · · · + Pm2

− (Qk1+1 + Qk1+2 + · · · + Qk2) + · · · + Pmn−1+1 + Pmn−1+2 + · · · + Pmn

yn = P1 + P2 + · · · + Pm1 − (Q1 + Q2 + · · · + Qk1) + Pm1+1 + Pm1+2 + · · · + Pm2

− (Qk1+1 + Qk1+2 + · · · + Qk2) + · · · + Pmn−1+1 + Pmn−1+2 + · · · + Pmn

− (Qkn−1+1 + Qkn−1+2 + · · · + Qkn)(8.57)

Sfruttando la minimalit̀a dei numerimn, kn si ha:

|xn − βn| ≤ Pmn

|yn − αn| ≤ Qkn(8.58)

e, passando al limite pern→ ∞, si ottiene la tesi. �

8.4. Serie Prodotto secondo Cauchy.

Definizione 8.7.Date due serie numeriche
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn chiamiamo serie prodotto
secondo Cauchy - o prodotto di convoluzione - la serie in cui il termine generale è il
prodotto delle rispettive somme parziali, ovvero

∞∑
n=0

an ·

∞∑
n=0

bn ≡

∞∑
n=0

 n∑
k=0

akbn−k

 .
In generale la serie prodotto di sue serie convergenti non è convergente come mostra il

seguente

Esempio 8.28.La serie
∑∞

n=0
(−1)n
√

n+1
è convergente per il teorema di Leibniz. Mostriamo

che la serie
(∑∞

n=0
(−1)n
√

n+1

)2
non lo è. Il termine generale della serie prodotto è:

(−1)n
n∑

k=0

1
√

(n− (k+ 1))(k+ 1)
.

Per provare che la serie prodotto non converge mostriamo che il valore assoluto del
termine generale non tende a zero. Infatti,

n∑
k=0

1
√

(n− (k+ 1))(k+ 1)
≥

n∑
k=0

1
√

(n+ 1)n
≥

n∑
k=0

1
n+ 1

= 1.
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D’altra parte ci sono i seguenti risultati:

Teorema 8.22.(Mertens) Se
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn sono due serie delle quali una converge e
l’altra assolutamente convergente allora la serie prodotto è convergente.

Teorema 8.23.Se
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn sono assolutamente convergenti allora la serie prodot-
to è assolutamente convergente.

Esempio 8.29(La costante di Eulero - Mascheroni). Consideriamo la serie

(8.59)
∞∑

n=1

(
1
n
− log

n+ 1
n

)
.

Usando la formula di Taylor arrestata al secondo ordine si ha:

(8.60)
1
n
− log

n+ 1
n
=

1
n
−

(
1
n
−

1
2n2
+ o

(
1
n2

))
=

1
2n2
+ o

(
1
n2

)
e perciò la serie converge. Inoltre

(8.61) sn =

n∑
k=1

1
k
− log

k+ 1
k
≡ Hn − logn

e quindi, chiamandoγ la somma della serie (8.59), otteniamo che la ridotta della se-
rie armonica diverge logaritmicamente. La costanteγ si chiama costante di Eulero -
Mascheroni. Non è noto se si tratti o no di numero razionale.

(8.62) lim
n→∞

logn
Hn
= lim

n→∞
1−

(
1−

logn
Hn

)
= lim

n→∞
1−

Hn − logn
Hn

= 1 .

Possiamo studiare la serie

(8.63)
∞∑

n=1

1

n
(
1+ 1

2 + · · · +
1
n

) = ∞∑
n=1

1
nHn
.

Dal fatto che

(8.64) lim
n→∞

1
nHn

1
n logn

= 1

segue che la serie da studiare ha lo stesso carattere della serie
∑∞

n=2
1

n logn che è divergente
e si vede facilmente attraverso il criterio di condensazione.

Esempio 8.30.Studiamo la serie
∑∞

n=1(−1)nan dove

an =
1

1 · n
+

1
2 · (n− 1)

+
1

3 · (n− 2)
+ · · · +

1
n · 1

=

n∑
k=1

1
k(n− k+ 1)

.

Dimostrazione.Si ha:

an =
1

n+ 1

n∑
k=1

(
1
k
+

1
n− k+ 1

)
=

1
n+ 1

(
1+

1
2
+ · · · +

1
n
+

1
n
+

1
n− 1

+ · · · + 1

)
= 2

Hn

n+ 1
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e quindi la serie datàe
∞∑

n=1

(−1)n
Hn

n+ 1
≡

∞∑
n=1

(−1)nAn.

Verifichiamo le ipotesi del teorema di Leibniz. Ricordando cheHn − logn→ γ segue

An =
Hn

n+ 1
=

Hn − logn
n+ 1

+
logn
n+ 1

→ 0.

Verifichiamo adesso la decrescenza diAn. Con semplici calcoli si vede che la disug-
uaglianzaAn+1 < An è equivalente alla disuguaglianza

Hn

(
1−

n+ 1
n+ 2

)
>

1
n+ 2

cheè vera perch́e Hn > 1. La serie quindi converge per il teorema di Leibniz. Inoltre la
serie risulta assolutamente divergente perché

lim
n→∞

Hn

n+1
logn
n+1

= lim
n→∞

Hn

logn
= 1 , 0.

�

Esempio 8.31.Studiamo la serie
∑∞

n=1(n−senn)
(

1
n − sen1

n

)
. La serie è a termini positivi.

Applicando la formula di Taylor, si trova

sen
1
n
=

1
n
−

1
n3
+ o

(
1
n3

)
quindi,

(n− senn)

(
1
n
− sen

1
n

)
= o

(
1
n2

)
da cui segue che la serie data è convergente.

8.5. Una osservazione sui numeri reali.Sia x0 ∈ R, supponiamo x0 > 0 per fissare le
idee. Poniamo C= {0,1, . . . ,9}. Come sappiamo esiste un unico numero C0 ∈ N0 tale che
C0 ≤ x0 < C0 + 1. Adesso cerchiamo C1 ∈ C tale che

C0 +
C1

10
≤ x0 < C0 +

C1 + 1
10
.

Portando a forma intera si trova che

x0 − 10C0 − 1 < C1 ≤ x0 − 10C0

e C1 è unico per le proprietà del numero parte intera. Abbiamo quindi

q1 ≡ C0 +
C1

10
≤ x0 < C0 +

C1

10
+

1
10
= q1 +

1
10
.

Cerchiamo adesso C2 ∈ C tale

q1 +
C2

102
≤ x0 < q1 +

C2 + 1
102

.
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Procedendo come prima si trova un unico numero con i requisiti richiesti. Continuando
in questo modo abbiamo

n∑
j=0

C j

10j
≤ x0 <

n∑
j=0

C j

10j
+

1
10n

∀n ∈ N

da cui, passando al limite per n→ ∞ si trova che

x0 =

∞∑
n=0

Cn

10n
.

In questo modo i numeri reali si possono vedere come particolari serie numeriche. Ogni
numero reale è somma di una serie di numeri razionali, ovvero si rende concreta l’af-
fermazioneQ̄ = R. Inoltre se si vuole costruire una successione di numeri razionali
convergente al numero x0 basta prendere la successione delle somme parziali della serie
ottenuta. In particolare, dalla serie si può spiegare la regola della frazione generatrice.
Per esempio, vogliamo convertire in frazione il numero0, 3̄. Si ha:

0, 3̄ =
∞∑

n=1

3
10n
= 3

∞∑
n=1

(
1
10

)n

= 3
1
10

1

1− 1
10

=
1
3
.

Convertiamo in frazione il numero2,34. Si ha:

2,34= 2+ 0,34= 2+
∞∑

n=1

3
10n
+

4
10n+1

= 2+ 3
∞∑

n=0

1
102n+1

+

∞∑
n=1

4
102n

= 2+
3
10

∞∑
n=0

1
100n

+ 4
∞∑

n=1

1
100n

= 2+
3
10

1

1− 1
100

+ 4
1

100
1

1− 1
100

=
232
99
.(8.65)

8.6. Serie a termini complessi.Concludiamo questo capitolo sulle serie numeriche con
un breve cenno alle serie numeriche a termini complessi. Sia quindi{an} una successione
a termini complessi. In modo simile a quanto fatto nel caso reale costruiamo la succes-
sione delle somme parziali chiamiamo il suo limite - inC - somma della serie. Si pone
dunque

s≡
∞∑

n=0

an = lim
n

n−1∑
k=0

ak.

È immediato il seguente

Teorema 8.24.La serie
∑∞

n=0 an converge ed ha per somma il numero s se e solo se
le due serie reali

∑∞
n=0<an e

∑∞
n=0=an sono convergenti rispettivamente a<s,=s. In

modo simile si da la nozione di serie assolutamente convergente. Diciamo cioè una serie
assolutamente convergente quando converge la serie dei moduli.

Teorema 8.25.Una serie assolutamente convergente è convergente e si ha:∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

an

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0

|an|.
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Dimostrazione.Poich̀e |<an|, |=an| ≤ |an| si ha la convergenza della serie delle parti re-
ali e della serie delle parti immaginarie da cui la convergenza della serie. Inoltre, dalle
disuguaglianze ∣∣∣∣∣∣∣

n−1∑
j=0

aj

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
j=0

|aj | ≤

∞∑
j=0

|aj | ∀n ∈ N

e quindi, passando al limite ∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

aj

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=0

|aj |

�

Esempio 8.32.La serie geometrica Studiamo la serie
∑∞

n=0 zn, z ∈ C. La serie converge
assolutamente per|z| < 1 e non converge per|z| ≥ 1 perchè il termine generale non è
infinitesimo.

Esempio 8.33.Studiamo la serie
∑∞

n=1
zn

n , z ∈ C. La serie converge assolutamente per
|z| < 1 e non converge per|z| > 1 perchè il termine generale non è infinitesimo. Studiamo
la serie per|z| = 1. Posto z= eiθ, la serie da studiare diventa:

∑∞
n=1

eiθ

n . Applicando il
criterio di Cauchy - Dirichlet si trova che la serie converge qualunque siaθ , 2kπ, k ∈ Z.

8.7. L’esponenziale complesso.Studiamo adesso una delle funzioni più importanti di
tutta la Matematica. La funzione esponenziale complessa.

Definizione 8.8.La serie

(8.66)
∞∑

n=0

zn

n!

è assolutamente convergente inC. Poniamo per definizione

(8.67) ez =

∞∑
n=0

zn

n!
∀z ∈ C .

Teorema 8.26.Si ha

(8.68) lim
n

(
1+

z
n

)n

= ez ∀z ∈ C .

Dimostrazione.Proviamo che

∀ε > 0 ∃nε ∈ N : ∀n > nε ⇒

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

zk

k!
−

(
1+

z
n

)n
∣∣∣∣∣∣∣ < ε



80 G. DI FAZIO

da cui poi facilmente si deduce la tesi. Fissatoz0 ∈ C sianoz ∈ C, m ∈ N : |z| < |z0| ≤ m.
Applicando la formula di Newton,∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=0

zk

k!
−

(
1+

z
n

)n
∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

zk

k!
−

n∑
k=0

(
n
k

)
zk

nk

∣∣∣∣∣∣∣(8.69)

=

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=2

zk

k!

(
1−

n!
(n− k)!nk

)∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2

zk

k!
c(n, k)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=2

|z|k

k!
c(n, k) =

m∑
k=2

|z|k

k!
c(n, k) +

n∑
k=m+1

|z|k

k!
c(n, k) ≡ I + II .

Per quanto riguardaII abbiamo:

II =
|z|m+1

(m+ 1)!

(
1+

|z|
m+ 2

+
|z|2

(m+ 2)(m+ 3)
+ · · · +

|z|n−m−1

(m+ 2) · · · n

)
(8.70)

≤
|z|m+1

(m+ 1)!

∞∑
j=0

(
|z|

m+ 2

) j

=
|z|m+1

(m+ 1)!
1

1− |z|
m+2

≤
|z0|

m+1

(m+ 1)!
→ 0

sem→ ∞. Possiamo quindi sceglierem in modo cheII < ε2. PerI si ha invece: (ferma
restando la scelta fatta perm),

(8.71) II ≤
m∑

k=2

c(n, k)
|z|k

k!
≤

m∑
k=2

c(n, k)
|z0|

k

k!
→ 0

sen→ ∞ perch̀e, come facilmente si verifica per induzione suk, limn→∞ c(n, k) = 0. �

Teorema 8.27.Si ha:

(8.72) ez+w = ez · ew , ez = ez̄ , |ez| = e<z

Dimostrazione.Per provare la 1. utilizziamo il teorema pecedente ed il fatto che le serie
sono tutte assolutamente convergenti. Si ha:

ez+w =

∞∑
n=0

(z+ w)n

n!
=

∞∑
n=0

1
n!

n∑
k=0

(
n
k

)
zkwn−k =

∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k!(n− k)!

zkwn−k(8.73)

=

∞∑
n=0

zn

n!

∞∑
n=0

wn

n!
= ez · ew .

Per provare la 2. basta passare al limite nell’ identità:(
1+

z
n

)n

=

(
1+

z̄
n

)n

.

Proviamo infine la 3.
|ez|2 = ezez = ezez̄ = e2<z = (e<z)2

da cui la tesi. �
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Definizione 8.9.Poniamo

cost = <eit sent = =eit ; ∀t ∈ R.

ovvero

cost =
eit + e−it

2
sent =

eit − eit

2i
; ∀t ∈ R.

Teorema 8.28.Per ogni t∈ R si ha:

sent =
∞∑

n=0

(−1)n
t2n+1

(2n+ 1)!
cost =

∞∑
n=0

(−1)n
t2n

(2n)!
.

Dim. Infatti, dalla definizione segue

cost =
eit + e−it

2
=

∞∑
n=0

(it)n + (−it)n

n!
=

1
2

∞∑
n=0

ın
1+ (−1)n

n!
tn(8.74)

=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
t2n ∀t ∈ R .

Similmente,

sent =
eit − e−it

2i
=

∞∑
n=0

(it)n − (−it)n

2i n!
=

1
2i

∞∑
n=0

1− (−1)n

n!
ın tn(8.75)

=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
t2n+1 ∀t ∈ R .

Osservazione 8.5.Se t∈ [0,1[ la serie del seno soddisfa le ipotesi del teorema di Leibniz
e quindi si ottiene,sent ≤ t. Tenuto conto che, se t> 1 la diseguaglianza è ovvia e della
simmetria, si ottiene:

(8.76) | sent| ≤ |t| ∀t ∈ R .

Come ulteriore applicazione del teorema di Leibniz, si trae infine,

(8.77) t −
t3

3!
≤ sent ≤ t ∀t ∈ [0,1[ .

Procedendo similmente con la serie del coseno si trova

(8.78) 1−
t2

2
≤ cost ≤ 1 ∀t ∈ [0,1[

da cui,

(8.79)
1− cost

t2
≤

1
2

∀t ∈ [0,1[

Osservazione 8.6.Notiamo che si ha:

(8.80) sent =
n∑

j=0

(−1)j

(2 j + 1)!
t2 j+1 + o(t2n+1) , cost =

n∑
j=0

(−1)j

(2 j)!
t2 j + o(t2n), t → 0 .
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Infatti, per n∈ N, e |t| < 1, si ha:∣∣∣∣∣∣∣sent −
n∑

j=0

(−1)j

(2 j + 1)!
t2 j+1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑

j=n+1

(−1)j

(2 j + 1)!
t2 j+1

∣∣∣∣∣∣∣
(8.81)

≤

+∞∑
j=n+1

1
(2 j + 1)!

t2 j+1 = t2n+3
+∞∑

j=n+1

1
(2 j + 1)!

t2( j−n) = o(t2n+1)

Similmente si dimostra la formula per il coseno.
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9. R       

9.1. Successioni ricorsive.

Definizione 9.1.Sia f : (a,b)→ (a,b), x0 ∈ (a,b). La successione definita ponendo

(9.1) x0 ∈ (a,b), xn+1 = f (xn) ∀n ∈ N

si dice successione ricorsiva di funzione generatrice f .

Lo scopo di questo paragrafo è di dare una procedura che permetta la determinazione
dell’ eventuale limite della successione.

Definizione 9.2.Sex̄ ∈ (a,b) è tale che f(x̄) = x̄ allora si dice un punto fisso per la
funzione f.

Teorema 9.1.Sia f : (a,b)→ (a,b), x0 ∈ (a,b), e supponiamo f continua in(a,b). Se la
successione (9.1) è convergente allora il suo limite è un punto fisso di f.

Dimostrazione.È sufficiente passare al limite nella legge ricorsiva che definisce la suc-
cessione. �

Teorema 9.2. Sia f : [a,b] → [a,b] e supponiamo che esiste0 ≤ k < 1 tale che
| f (x1) − f (x2)| ≤ k|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ [a,b]. Allora la successione (9.1) è convergente.

Dimostrazione.Usando la legge di definizione si ha:

(9.2) |xn+1 − xn| = | f (xn) − f (xn−1)| ≤ k|xn − xn−1| ≤ · · · ≤ kn|x1 − x0| → 0

e quindi

|xn+p − xn| ≤ |xn+p − xn+p−1| + |xn+p−1 − xn+p−2| + · · · + |xn+1 − xn|

≤ (kn+p−1 + kn+p−2 + · · · + kp)|x1 − x0| <

+∞∑
j=p

k j |x1 − x0|(9.3)

=
kp

1− k
|x1 − x0| → 0, p→ +∞ .

La successionèe quindi convergente perché verifica la condizione di Cauchy. �

Data la successione (9.1) consideriamo la funzioneϕ(t) = f (t) − t. Il segno della
funzioneϕ può dare informazioni sull’ eventuale monotonia della successione da studiare.
Infatti, ϕ(an) = f (an) − an = an+1 − an e quindi seϕ(an) > 0, ∀n la successione{an} è
crescente mentre se seϕ(an) < 0, ∀n la successione{an} è decrescente.

Esempio 9.1.Studiamo la successione ricorsiva definita ponendo x0 =
1
2,

xn+1 = 1+ 1
2x2

n ∀n ∈ N

In questo caso si ha: f(t) = 1 + 1
2t2 e quindiϕ(t) = 1 + 1

2t2 − t > 0, ∀t ∈ R e quindi la
successione è monotona crescente perciò regolare. Supponiamo che la successione{xn}

sia convergente. Siccome la funzione f è continua, il limite della successione dovrebbe
essere uno dei punti fissi di f. Poiché la funzione f non ha punti fissi, xn→ +∞.
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Esempio 9.2.Studiamo la successione ricorsiva definita ponendo x0 =
1
2,

xn+1 =
√

xn ∀n ∈ N

In questo caso si ha: f(t) =
√

t e quindiϕ(t) =
√

t − t, ∀t ∈ R. La funzioneϕ(t) è
positiva nell’ intervallo]0,1[ e negativa altrimenti. La successione è monotona crescente
a patto che i suoi termini si trovino tutti in tale intervallo. Per provare che tutti i termi-
ni della successione stanno nell’intervallo procediamo per induzione su n. x1 ∈ [0,1].
Supponiamo che xn ∈ [0,1] e proviamo che xn+1 ∈ [0,1]. Poiché xn+1 = f (xn) proviamo
che f([0,1]) ⊂ [0,1]. Ciò è evidente dal fatto che la funzione f è crescente in[0,1]. A
questo punto la successione è convergente perché monotona e limitata. Il suo limite è uno
dei punti fissi di f e quindi può essere soltanto0 oppure1. Dalla monotonia segue che
xn→ 1.

In modo simile si possono studiare le successioni seguenti:

1.  x0 =
1
2,

xn+1 = x2
n − xn + 1 ∀n ∈ N

2.  x0 =
3
2,

xn+1 =
2

3−xn
∀n ∈ N

3.  x0 =
3
4,

xn+1 =
2x2

n+1
4xn

∀n ∈ N

4.  x0 = α ∈ R,

xn+1 = x2
n ∀n ∈ N

5 Algoritmo di Erone  x0 = 2,

xn+1 =
xn

2 +
1
xn
∀n ∈ N

6.  x0 = 1,

xn+1 =
√

2+ xn ∀n ∈ N

9.2. Risoluzione numerica delle equazioni.

Teorema 9.3(metodo di Newton). Sia f : [a,b] → R di classe C2([a,b]), convessa, tale
che f(a) > 0, e f(b) < 0. Sia x̄ l’unica soluzione dell’ equazione f(x) = 0. Allora, la
successione definita in maniera ricorsiva dalla legge x0 = a,

xn+1 = xn −
f (xn)
f ′(xn) ≡ g(xn) ∀n ∈ N
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è convergente ad̄x.

Dimostrazione.I punti fissi dig sono gli zeri di f e quindi l’unica radice che per ipotesi
abbiamo, ¯x ∈]a,b[. Inoltre ϕ(t) = g(t) − t = − f (t)

f ′(t) e quindi f e ϕ hanno lo stesso segno.
Proviamo chexn ∈ [a, x̄]. x0 = a che ovviamente appartiene all’ intervallo [a, x̄]. Sup-
poniamo, chexn ∈ [a,b] e proviamo chexn+1 ∈ [a,b]. Si ha: g : [a, x̄] → [a, x̄]. Infatti,
g′(t) = f f ′′

f ′2 > 0 ∀x ∈ [a, x̄] e quindi la funzioneg è crescente.g([a, x̄]) = [g(a),g(x̄)] =

[g(a), x̄] ⊂ [a, x̄]. Infatti, g(a) = a − f (a)
f ′(a) > a. La successione risulta quindi limitata e

crescente quindi convergente all’ unico punto fisso cheè x̄. �

Teorema 9.4(metodo delle corde). Sia f : [a,b] → R una funzione continua e convessa,
f (a) < 0, f (b) > 0. Supponiamo che l’equazione f(x) = 0 abbia una sola soluzionēx in
[a,b]. Allora la successione definita in modo ricorsivo mediante la legge x0 = a,

xn+1 = xn −
f (xn)(b−xn)
f (b)− f (xn) ∀n ∈ N

è convergente ad̄x.

Dimostrazione.Per comodit̀a (tale restrizione si pùo rimuovere) supponiamo che la fun-
zione f sia derivabile. PostoF(t) = t − f (t) b−t

f (b)− f (t) , eϕ(t) = F(t) − t, si ha:

ϕ(t) = − f (t)
b− t

f (b) − f (t)
quindi la funzioneϕ ha segno opposto a quello dif . Inoltre

F′(t) =
f (b)

( f (b) − f (t))2
( f (b) − f (t) − f ′(t)(b− t)) > 0

e quindi, siccomeF è crescente,

F([a, x̄]) = [F(a), F(x̄)] = [F(a), x̄] ⊂ [a, x̄].

L’ultima inclusioneè valida perch́e F(a) − a = ϕ(a) > 0. Quindi tutti i termini della
successione appartengono all’intervallo [a, x̄] per cuixn→ x̄. �

Definizione 9.3.Data la successione ricorsiva xn+1 = f (xn), convergente ad̄x, diciamo
che ha ordine di convergenzaα se, posto En = | f (xn) − xn|, esiste M≥ 0 per cui si ha:

En+1 ≤ MEαn , ∀n ∈ N.

Teorema 9.5.Data la successione ricorsiva xn+1 = f (xn), convergente ad̄x, supponiamo
che∃ f ′(x̄) , 0. Allora la convergenza è del primo ordine.

Dimostrazione.

En+1 = |xn+1 − x̄| = | f (xn) − f (x̄)| =
∣∣∣∣∣ f (xn) − f (x̄)

xn − x̄

∣∣∣∣∣ |xn − x̄| ≤ M|xn − x̄| = MEn

doveM = sup
∣∣∣∣ f (xn)− f (x̄)

xn−x̄

∣∣∣∣ . �

Teorema 9.6.Data la successione ricorsiva xn+1 = f (xn), convergente ad̄x, supponiamo
che∃ f ′(x̄) = 0, f ′′(x̄) , 0. Allora la convergenza è del secondo ordine.
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Dimostrazione.Applichiamo la formula di Taylor arrestata al secondo ordine con il resto
nella forma di Lagrange con centro nel punto ¯x. Si ha:

xn+1 − x̄ = f (xn) − f (x̄) = f ′(x̄)(xn − x̄) +
1
2

f ′′(c)(xn − x̄)2 =
1
2

f ′′(c)(xn − x̄)2

da cuiEn+1 ≤
1
2 max| f ′′|E2

n. �

Esempio 9.3.La successione ricorsiva utilizzata nel metodo di Erone ha ordine di con-
vergenzaα = 1.

9.3. Integrazione numerica. In questo paragrafo diamo un rapido cenno soltanto ad
uno dei tanti metodi di integrazione numerica:il metodo dei rettangoli.

Teorema 9.7.Sia f : [a,b] → R una funzione integrabile secondo Riemann nell’inter-
vallo [a,b]. Supponiamo inoltre che la funzione risulti lipschitziana di costante k nello
stesso intervallo. Operiamo una suddivisione dell’ intervallo[a,b] in n intervallini di
eguale lunghezza, itercalando i punti xj = a + b−a

n j con j = 0,1, . . .n. Sia ϕn(x) =

f (xj), ∀x ∈ [xj−1, xj[ e sia Sn =
∫ b

a
ϕn(x) dx. Allora si ha:

lim
∫ b

a
ϕn(x) dx=

∫ b

a
f (x) dx

ed inoltre ∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
ϕn(x) dx−

∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k
2n

(b− a)2, ∀n ∈ N.

Dimostrazione.Utilizzando la definizione diϕn e l’ ipotesi di lipschitzianit̀a abbiamo:∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
ϕn(x) dx−

∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|ϕn(x) − f (x)|dx=

n∑
j=1

∫ x j

x j−1

| f (x) − f (xj)|dx

≤ k
n∑

j=1

∫ x j

x j−1

|x− xj |dx=
k
2

n∑
j=1

(xj
2 − xj−1

2) =
k
2n

(b− a)2.

(9.4)

�
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10. I  R

10.1. Funzioni semplici.

Definizione 10.1.Dato un intervallo[a,b] ⊂ R consideriamo una sua decomposizione
ovvero,

∆ ≡ {x0 ≡ a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn ≡ b}

e la funzione

f (x) =
n∑

j=1

cjχ(x)]x j−1,x j ] , ∀x ∈ R, cj ∈ R.

Diciamo che f è una funzione semplice a supporto compatto in[a,b]. L’insieme delle
funzioni semplici a supporto compatto si indica con Sc.

Definizione 10.2.Sia f : R → R una funzione semplice a supporto compatto nell’
intervallo [a,b]. Diciamo integrale della funzione il numero∫

R

f (x) dx=
n∑

j=1

cj(xj − xj−1).

Teorema 10.1.Siano f,g ∈ Sc, eα, β ∈ R. Allora,

1.
∫
R
(α f (x) + βg(x)) dx= α

∫
R

f (x) dx+ β
∫
R

g(x) dx;
2. f (x) ≤ g(x) implica

∫
R

f (x) dx≤
∫
R

g(x) dx;
3.

∣∣∣∫
R

f (x) dx
∣∣∣ ≤ ∫

R
| f (x)|dx;

10.2. Definizione di Integrale secondo Riemann.Sia data una funzione f: R→ R. Se
u ∈ Sc : u(x) ≤ f (x), ∀x ∈ R la funzione u si dice una somma inferiore di f . Similmente,
Se3 ∈ Sc : 3(x) ≥ f (x), ∀x ∈ R la funzione3 si dice una somma superiore di f . Siccome
risulta

(10.1)
∫
R

u(x) dx≤
∫
R

3(x) dx

i due insiemi numerici

(10.2)

{∫
R

u(x) dx : u ∈ Sc, u ≤ f

}
e

(10.3)

{∫
R

3(x) dx : 3 ∈ Sc, 3 ≥ f

}
risultano separati. Se risultano anche contigui allora la funzione f si dice integrabile
secondo Riemann e l’ elemento separatore delle due classi numeriche si dice integrale
della funzione. Poniamo quindi,
(10.4)∫

R

f (x) dx= sup

{∫
R

u(x) dx : u ∈ Sc, u ≤ f

}
= inf

{∫
R

3(x) dx : 3 ∈ Sc, 3 ≥ f

}
.

Non tutte le funzioni sono integrabili secondo Riemann.
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Esempio 10.1(Funzione di Dirichlet). Sia f(x) = χQ∩[0,1](x). Se u≤ f allora u(x) ≤ 0
mentre se3(x) ≥ f (x) allora 3(x) ≥ 1. Da ciò segue immediatamente che
(10.5)

sup

{∫
R

u(x) dx : u ∈ Sc, u ≤ f

}
= 0, inf

{∫
R

3(x) dx : 3 ∈ Sc, 3 ≥ f

}
= 1 .

10.3. Alcune propriet à dell’ integrale.

Teorema 10.2.Siano f,g : R → R due funzioni integrabili secondo Riemann. Allora,
f + g eα f , α ∈ R, sono integrabili. Inoltre si ha:∫

R

( f (x) + g(x)) dx=
∫
R

f (x) dx+
∫
R

g(x) dx,
∫
R

α f (x) dx= α
∫
R

f (x) dx.

Dimostrazione.Dimostriamo la prima affermazione. Dalla definizione di integrabilità,
fissatoε > 0 possiamo trovareu1, 31,u2, 32 tali che:

(10.6) u1 ≤ f ≤ 31,u2 ≤ g ≤ 32,

ed inoltre

(10.7)
∫
R

(31 − u1) dx< ε,
∫
R

(32 − u2) dx< ε .

Dalle precedenti relazioni si ha:

(10.8) u1 + u2 ≤ f + g ≤ 31 + 32 ,

ed inoltre

(10.9)
∫
R

(31 + 32) − (u1 + u2) dx< 2ε

da cui segue l’ integrabilità della funzionef + g. Infine, dal fatto che la funzionef + g è
integrabile

(10.10)
∫
R

(u1 + u2) dx≤
∫
R

( f + g) dx≤
∫
R

(31 + 32) dx

ma ricordando l’ integrabilit̀a delle singolef eg, si ha:∫
R

u1 dx≤
∫
R

f dx≤
∫
R

31 dx(10.11) ∫
R

u2 dx≤
∫
R

g dx≤
∫
R

32 dx

e quindi ∫
R

(u1 + u2) dx=
∫
R

u1 dx+
∫
R

u2 dx≤
∫
R

f dx+
∫
R

g dx(10.12)

≤

∫
R

31 dx+
∫
R

32 dx=
∫
R

(31 + 32) dx

e la tesi segue dall’ unicità dell’ elemento separatore. �
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Teorema 10.3.Siano f,g : R → R due funzioni integrabili secondo Riemann. Supponi-
amo inoltre che f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ R. Allora,

∫
R

f dx≤
∫
R

g dx.

Dimostrazione.Osserviamo cheh(x) ≡ g(x) − f (x) ≥ 0, ∀x ∈ R e quindi∫
R

h(x) dx≥
∫
R

0dx= 0

e quindi la tesi dal teorema precedente. �

Teorema 10.4.Sia f : R → R. Condizione necessaria e sufficiente affinchè f sia
integrabile secondo Riemann è che tali siano f+, f −.

Dimostrazione.Ricordiamo che si pùo sempre scrivere:

(10.13) f (x) = f +(x) − f −(x) , | f (x)| = f +(x) + f −(x) ,

e quindi sar̀a sufficiente provare che dalla integrabilità della funzionef segue quella della
funzione f +(x). Supponiamo quindi chef è integrabile. Assegnatoε > 0 esistono due
funzioni a scalino – rispettivamente minorante e maggiorante della funzionef – tali che

(10.14)
∫
R

(3 − u) dx< ε .

Per provare che la funzionef + è integrabile basta considerare le funzioniu+ ev+. Si ha:

(10.15)
∫
R

(3 − u) dx≤
∫
R

(3+ − u+) dx< ε .

�

Teorema 10.5.Sia f : R → R integrabile secondo Riemann. Allora| f | è integrabile
secondo Riemann ed inoltre,

(10.16)
∣∣∣∣∣∫
R

f (x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∫

R

| f (x)| dx.

Dimostrazione.Per il fatto che la funzione| f (x)| è integrabile si ha che lo sonof + ed f −.
Da qui si ha subito l’integrabilit̀a della funzionef in quanto differenza di due funzioni
integrabili. Infine,∣∣∣∣∣∫

R

f (x) dx
∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∫

R

(
f +(x) − f −(x)

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∫
R

f +(x) dx
∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣∫

R

f −(x) dx
∣∣∣∣∣(10.17)

=

∫
R

f +(x) dx+
∫
R

f −(x) dx=
∫
R

| f (x)|dx.

�

10.4. Integrali delle funzioni definite in un intervallo.

Definizione 10.3.Sia f : [a,b] → R. Prolunghiamo la funzione definendola identica-
mente zero fuori di[a,b]. Detto f+ il prolungamento, diciamo che f è integrabile in
[a,b], se tale risulta f∗ in R. In tal caso poniamo

(10.18)
∫

[a,b]
f (x) dx=

∫
R

f ∗(x) dx.
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10.5. Alcune classi di funzioni integrabili.

Teorema 10.6.Sia f : [a,b] → R una funzione monotona. Allora f risulta integrabile in
[a,b].

Dimostrazione.Per fissare le idee supponiamo la funzione crescente in [a,b]. Decom-
poniamo l’intervallo [a,b] in intervalli tutti della stessa ampiezza. A causa della monoto-
nia della funzione risulta

(10.19) mj ≡ inf
[x j−1,x j ]

f (x) ≥ f (x−j−1) , M j ≡ sup
[x j−1,x j ]

f (x) ≤ f (x+j ) , j = 1, . . . ,n .

A questo punto consideriamo la seguente coppia di funzioni a scalino rispettivamente
minorante e maggiorante dellaf ,

(10.20) u(x) =
n∑

j=1

mj χ[x j−1,x j ](x) , 3(x) =
n∑

j=1

M j χ[x j−1,x j ](x) .

Chiamiamoδ l’ampiezza di ciascun sottointervallo della suddivisione. Si ha:∫
R

(3(x) − u(x)) dx=
n∑

j=1

(M j −mj)(xj − xj−1) ≤
n∑

j=1

( f (x+j ) − f (x−j−1))(xj − xj−1)(10.21)

= δ

n∑
j=1

( f (x+j ) − f (x−j−1)) ≤ δ( f (b) − f (a))

e quindi la tesi scegliendoδ < ε
f (b)− f (a) . �

Teorema 10.7.Sia f : [a,b] → R una funzione continua. Allora f risulta integrabile in
[a,b].

Dimostrazione.Siccome la funzionèe continua su un intervallo compatto, risulta uni-
formemente continua per il teorema di Cantor. Siaδ il numero la cui esistenzàe garantita
dalla definizione di uniforme continuità. Decomponiamo l’intervallo [a,b] in modo che i
sottointervalli abbiamo tutti ampiezza minore diδ e poniamo

(10.22) mj ≡ min
[x j−1,x j ]

f (x) = f (x̄j) , M j ≡ max
[x j−1,x j ]

f (x) = f (x∗j ) .

Fissatoε > 0 scegliamo la seguente coppia di funzioni a scalino rispettivamente mino-
rante e maggiorante dellaf ,

(10.23) u(x) =
n∑

j=1

mj χ[x j−1,x j ](x) , 3(x) =
n∑

j=1

M j χ[x j−1,x j ](x) .

Si ha: ∫
R

(3(x) − u(x)) dx=
n∑

j=1

(M j −mj)(xj − xj−1) =
n∑

j=1

( f (x∗j ) − f (x̄j))(xj − xj−1)(10.24)

≤ ε

n∑
j=1

(xj − xj−1) = ε(b− a)
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da cui la tesi. �

Teorema 10.8.Sia f : [a,b] \ {x̄} → R ivi continua e limitata. Allora f risulta integrabile
in [a,b].

Dimostrazione.Fissatoσ > 0, la funzionef è continua, e quindi integrabile, negli in-
tervalli [a, x̄ − σ],[ x̄ + σ,b]. D’altra parte la funzionèe limitata in [a,b] e dunque in
[ x̄− σ, x̄+ σ]. Fissatoε > 0 sianou e 3 due funzioni a scalino rispettivamente minorante
e maggiorante dellaf tali che

∫
(3 − u) dx < ε la cui esistenzàe garantita dall’integra-

bilit à della funzionef . Modifichiamo tali funzioni nell’intervallo [ ¯x−σ, x̄+σ] ponendole
costantemente pari ad inf e sup della funzionef . A questo punto si ha:

(10.25)
∫ b

a
(3 − u) dx≤ ε + (sup

[a,b]
f (x) − inf

[a,b]
f (x))2σ

e si conclude sfruttando l’arbitrarietà del numeroσ. �

10.6. Funzione integrale.

Teorema 10.9.Sia f : [a,b] → R e sia[c,d] ⊆ [a,b]. Se f è integrabile in[a,b] allora è
integrabile anche in[c,d].

Dimostrazione.ovvia. �

Teorema 10.10.Sia f : [a,b] → R e sia c∈ ]a,b[. La funzione f è integrabile in[a,b] se
e solo se è integrabile sia in[a, c] che in[c,b].

Inoltre si ha:

(10.26)
∫ b

a
f (x) dx=

∫ c

a
f (x) dx+

∫ b

c
f (x) dx.

Dimostrazione.Basta considerare le funzioni

(10.27) f1(x) = f (x) · χ[a,c[(x) , f2(x) = f (x) · χ[c,b](x) .

Infatti, se f è integrabile in [a,b] lo è anche in ogni sottointervallo per il teorema prece-
dente. Inoltre, siccomef (x) = f1(x) + f2(x) allora,

(10.28)
∫ b

a
f (x) dx=

∫ b

a
f1(x) dx+

∫ b

a
f2(x) dx=

∫ c

a
f (x) dx+

∫ b

c
f (x) dx.

�

Definizione 10.4.Sia f : [a,b] → R una funzione integrabile secondo Riemann in[a,b]
e sia x0 ∈ [a,b]. Definiamo

(10.29) F(x) ≡
∫ x

x0

f (t) dt, ∀x ∈ [a,b] .

La funzione F si dice una funzione integrale di f .

Teorema 10.11.Sia f : [a,b] → R una funzione integrabile e sia x0 un punto del-
l’intervallo [a,b]. Allora, la funzione integrale definita dalla legge (10.4) è continua in
[a,b].
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Dimostrazione.Proviamo che la funzione integraleè uniformemente continua. Infatti, se
x′,x′′ sono due punti di [a,b] si ha:

|F(x′) − F(x′′)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ x′

x0

f (x) dx−
∫ x′′

x0

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣(10.30)

=

∣∣∣∣∣∣
∫ x′′

x′
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∫ x′′

x′
| f (x)|dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
[a,b]
| f (x)| |x′ − x′′| .

A questo punto, se|x′ − x′′| < δ risulta,

(10.31) |F(x′) − F(x′′)| ≤ δ sup
[a,b]
| f (x)|

e, scegliendoδ < ε
sup[a,b] | f (x)| si ottiene l’uniforme continuit̀a. �

Teorema 10.12(di differenziazione dell’integrale). Sia f : [a,b] → R ivi continua.
Allora la funzione integrale di f è una primitiva della funzione f.

Dimostrazione.Sia x̄ ∈ [a,b]. Proviamo che∃F′(x̄) = f (x̄). Si ha:

F(x̄+ h) − F(x̄)
h

=
1
h

(∫ x̄+h

x0

f (t) dt−
∫ x̄

x0

f (t) dt

)
=

1
h

∫ x̄+h

x̄
f (t) dt.

Proviamo che, comunque si fissiε > 0 è possibile determinareδ > 0 :∣∣∣∣∣F(x̄+ h) − F(x̄)
h

− f (x̄)
∣∣∣∣∣ < ε, ∀ 0 < |h| < δ.

Infatti, per la continuit̀a della funzionef esisteξ ∈ [ x̄, x̄+ h] tale che:∣∣∣∣∣F(x̄+ h) − F(x̄)
h

− f (x̄)
∣∣∣∣∣ = | f (ξ) − f (x̄)| < ε.

�

Osservazione 10.1.Se la funzione f non è continua, la tesi del teorema non sussiste.
Basti pensare infatti al caso in cui la funzione f ha una discontinuità di tipo salto, ad
esempio la funzione caratteristica dell’intervallo]0,+∞[.

Corollario 10.1. Sia f : [a,b] → R una funzione continua in[a,b] e sia F una sua
primitiva (esiste per il teorema precedente). Allora si ha:

(10.32)
∫ b

a
f (x) dx≡

∫
[a,b]

f (x) dx= F(b) − F(a) .

Dimostrazione.Consideriamo come primitiva la funzione integrale di punto inizialex0 =

a. Si ha:

(10.33) F(x) − F(a) =
∫ x

a
f (x) dx ∀x ∈ [a,b] .

In particolare, sex = b si ottiene la tesi. �
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10.7. Metodi di integrazione.

Teorema 10.13.Siano f,g : [a,b] → R, di classe C1 in [a,b]. Allora, si ha:

(10.34)
∫ b

a
f (x)g′(x) dx=

[
f (x)g(x)

]b
a −

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx.

Dimostrazione.Segue immediatamente dalla regola di derivazione del prodotto. �

Teorema 10.14.Sia f : [a,b] → R una funzione continua e siaϕ : [α, β] → [a,b] una
funzione di classe C1 tale cheϕ([α, β]) = [a,b]. Allora,

(10.35)
∫ b

a
f (x) dx=

∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Dimostrazione.SeF è una primitiva dif , si ha:

(10.36)
d
dt

F(ϕ(t)) = f (ϕ(t))ϕ′(t), ∀t ∈ [α, β]

e quindi,

(10.37)
∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = F(ϕ(β)) − F(ϕ(α)) = F(b) − F(a) =
∫ b

a
f (x) dx.

�

10.8. Integrazione delle funzioni razionali. Sia P(x)
Q(x) una funzione razionale. Con un

numero finito di eccezioni la funzione è continua e quindi ammette primitive. Non è re-
strittivo considerare il caso in cui il grado del polinomio al numeratore risulti inferiore a
quello del denominatore. A questo caso infatti ci si riconduce facilmente eseguendo la di-
visione tra numeratore e denominatore. A questo punto supponiamo di avere fattorizzato
il denominatore nel modo seguente:

(10.38) Q(x) =
p∏

j=1

(x− α j)
mj ·

k∏
j=1

(x2 + pj x+ qj)
n j , ∀x ∈ R

dove m1 +m2 + · · · + 2n1 + 2n2 + · · · + 2nk = δ(Q).
Sussiste il seguente teorema di decomposizione in fratti semplici:

Teorema 10.15.Data la funzione razionaleP(x)
Q(x) il cui denominatore è stato fattorizzato

nel modo di cui sopra, è possibile trovare Ai j , Bi j ,Ci j ∈ R in modo che:

(10.39)
P(x)
Q(x)

=

p∑
i=1

mi∑
j=1

Ai j

(x− αi) j
+

k∑
i=1

mi∑
j=1

Bi j x+Ci j

(x2 + pi x+ qi) j
, ∀x , α1, . . . , αp .

In virtù del teorema precedente, il calcolo delle primitive di funzioni razionali si riduce
a pochi e semplici integrali di particolari funzioni razionali. Infatti, gli integrali del tipo

(10.40)
∫

dx
(x− α)n
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sono immediati. Gli integrali del tipo

(10.41)
∫

Ax+ B
(x2 + px+ q)n

dx

con∆ = p2 − 4q < 0, si possono ricondurre a quelli della forma

(10.42)
∫

Ax+ B
(x2 + 1)n

dx

mediante la tecnica elementare di completamento dei quadrati. Il tutto si riduce quindi al
calcolo dei due integrali

(10.43)
∫

x
(x2 + 1)n

dx,
∫

1
(x2 + 1)n

dx.

Il primo si calcola facilmente perchè

(10.44)
∫

x
(x2 + 1)n

dx=
1
2

∫
D(x2 + 1)
(x2 + 1)n

dx=
1
2

(∫
1
yn

dy

)
y=x2+1

,

mentre per quanto riguarda il secondo, proviamo la seguente formula che ne consente il
calcolo in maniera ricorsiva:

(10.45) In+1 =

(
1−

1
2n

)
In +

1
2n

x
(x2 + 1)n

,

dove In =
∫

dx
(x2+1)n . Per provare la formula, cominciamo osservando che

(10.46) In+1 =

∫
1

(x2 + 1)n+1
dx=

∫
x2 + 1− x2

(x2 + 1)n+1
dx= In −

∫
x2

(x2 + 1)n
dx.

Per calcolare l’ultimo integrale a secondo membro, osserviamo che

(10.47) D(x2 + 1)−n = −
2n

(x2 + 1)n+1

e quindi possiamo applicare la regola di integrazione per parti ottenendo

−

∫
x2

(x2 + 1)n
dx=

1
2n

∫
xD(x2 + 1)−n dx(10.48)

=
1
2n

(
x

(x2 + 1)n
− In

)
=

1
2n

x
(x2 + 1)n

−
1
2n

In .

10.9. Integrali generalizzati ed impropri.

Definizione 10.5(Integrali generalizzati). Sia f :]a,b] → R una funzione non limitata in
un intorno di a. Supponiamo la funzione f integrabile secondo Riemann in[a+ ε,b], per
ogni 0 < ε < b− a. Allora possiamo definire una funzione I:]0,b− a] → R mediante la
legge

(10.49) I (ε) =
∫ b

a+ε
f (x) dx.
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Diciamo che la funzione f(x) è sommabile in senso generalizzato in[a,b] se esiste finito
il seguente limitelimε→0+ I (ε) ≡

∫ b

a
f (x) dx. In tal caso poniamo, per definizione,

(10.50)
∫ b

a
f (x) dx= lim

ε→0+
I (ε).

Si procede in modo analogo se la funzione non è limitata in un intorno del punto b. Nel
caso in cui la funzione risulta non limitata in un intorno di un punto c∈]a,b[ la funzione si
dice sommabile in[a,b] se risulta separatamente sommabile nei due intervalli[a, c], [c,b]
e si pone per definizione

(10.51)
∫ b

a
f (x) dx=

∫ c

a
f (x) dx+

∫ b

c
f (x) dx.

Esempio 10.2.La funzione f(x) = 1
xα è sommabile nell’ intervallo[0,1] per0 < α < 1.

Esempio 10.3.La funzione f(x) = log x è sommabile nell’ intervallo[0,1].

Definizione 10.6.(Integrali impropri) Sia f : [a,+∞[→ R una funzione limitata ed inte-
grabile in [a,T], per ogni T> a. Allora possiamo definire una funzione I: [a,+∞[→ R
mediante la legge

I (T) =
∫ T

a
f (x) dx.

Diciamo che la funzione f(x) è sommabile in senso improprio in[a,+∞[ se esiste finito il
seguente limitelimT→+∞ I (T) ≡

∫ +∞
a

f (x) dx. In tal caso poniamo, per definizione,∫ +∞

a
f (x) dx= lim

T→+∞
I (T).

Esempio 10.4.La funzione f(x) = 1
xα è sommabile nell’ intervallo[1,+∞[ perα > 1.

Esempio 10.5.La funzione f(x) = e−x è sommabile nell’ intervallo[0,+∞[. Natural-
mente sussiste una definizione analoga nel caso in cui la funzione integranda risulti
definita nell’ intervallo] −∞,a]. Infine, si pone∫ +∞

−∞

f (x) dx≡
∫ c

−∞

f (x) dx+
∫ +∞

c
f (x) dx

dove c è un punto scelto ad arbitrio inR.

Osservazione 10.2.Le proprietà degli integrali di Riemann si possono estendere senza
difficoltà a questi nuovi tipi. Tuttavia non è vero che il modulo di una funzione sommabile
è sommabile.

10.10. Criteri di sommabilit à.

Teorema 10.16.(di confronto)Siano f,g : [a,+∞[→ R tali che 0 ≤ f (x) ≤ g(x),∀x ∈
[a,+∞[. Allora:

• Se g è sommabile, tale è anche f;
• Se f è integrabile ma non sommabile, tale risulta anche g.
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Dimostrazione.Proviamo la 1. La funzione
∫ x

a
f (t) dt è crescente e quindi regolare. Nel

caso cheg è sommabile si ha:∫ x

a
f (t) dt ≤

∫ x

a
g(t) dt ≤

∫ +∞

a
g(t) dt ∈ R

da cui la tesi. �

Corollario 10.2. Sia f : [a,+∞[→ R tale che, per almeno un valoreα > 1, si abbia che

∃ lim
x→+∞

| f (x)|xα = l , 0.

Allora la funzione f è assolutamente sommabile (ovvero| f | è sommabile) in[a,+∞[.

Teorema 10.17.Sia f : [a,+∞[→ R una funzione assolutamente sommabile in[a,+∞[.
Allora f è sommabile in[a,+∞[ e risulta∣∣∣∣∣∣

∫ +∞

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

a
| f (x)dx|

Dim. Se f è integrabile in[a,b] allora lo sono anche le funzioni f+, f − e quindi| f |. Per
confronto, f+, f − risultano sommabili in[a,+∞[ e quindi si ha:∣∣∣∣∣∣

∫ T

a
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ T

a
| f (x) dx| ≤

∫ +∞

a
| f (x) dx| , ∀T > a

da cui, facendo tendere T a+∞ si ha la tesi. �
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Teorema 10.18(Formula di Taylor con resto in forma integrale). Se f è una funzione
regolare in un intorno di x0, si ha: ...

Dimostrazione.

f (x) − f (0) =
∫ x

0
f ′(t) dt =

∫ x

0
(t − x)′ f ′(t) dt

=
[
(t − x)′ f ′(t)

]t=x
t=0 −

∫ x

0
(t − x)′ f ′′(t) dt

= x f ′(0)−
∫ x

0

(
(t − x)2

2

)′
f ′′(t) dt = x f ′(0)+

x2

2
f ′′(0)+

1
2

∫ x

0
(t − x)2 f ′′′(t) dt

(10.1)

Continuando iterativamente si ottiene

f (x) = T(n)
0 [ f ](x) +

(−1)n

n!

∫ x

0
(t − x)n f (n+1)(t) dt .

�
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