APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA

G. DI FAZIO

1. INTRODUZIONE A1 NUMERI REALI

1.1. Definizioni.

Definizione 1.1.Denotiamo corR = (R, +- <) un insieme, i cui elementi saranno
chiamati numeri reali, i quali soddisfano le seguenti proprieta:
1- (R, +) € un gruppo abeliano;
2- Indicando conO I'elemento neutro dell’'operazione, (R \ {0}, -) € un gruppo
abeliano;
3-alb+c)=ab+acVab,ceR;
4- (R, <) e totalmente ordinato;
5- X<y = X+z<y+2z VzeR;
6- X<y,z2>0 = Xxz<yz
7- X<Yy,2<0 = Xxz>yz
8- Assioma di Dedekind o della completezza ordinaleB & R, A < B allora esiste
EeR: A<SELB;

Comee ben noto le propriatprecedenti - esclusa quella della completezza ordinale -
sono vere anche nel campo razionale. Lffedénza traQ e R sar quindi nella propriet
di completezza e nelle sue conseguelizaoto che

Teorema 1.1.L’'equazione X = 2 non ha soluzione if.

Dimostrazione.ll precedente teoren@equivalente al fatto chie non verifica la propriet
di completezza ordinale. Infatti, consideriamo le due classi (separate),

A={qeQ:g<0lu{geQ :q>0,0°<2}, B={qeQ:q>0, > 2.
E immediato riconoscere ch& B # 0, A < B, AU B = Q. Tuttavia, la coppia, B
non ammette elemento separator@irinfatti, supponiama@ € Q elemento separatore e
proviamo che& ¢ AU B. Se¢ € A deve averst > 0. Allora,

1V, 2 1, 2%+1
(§+ﬁ) —é: +F+FS§ +T.

Usando il postulato di Archimede possibile scegliere € N in modo che(g + %)2 < 2;

infatti basta prendere > 2‘%1 quindi & non pw appartenere all’ insiemA&. In maniera
simile si prova ch& ¢ B da cui I'assurdo. O
1
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1.2. Estremi di un insieme numerico. SiaX C R un insieme non vuoto. Un numeko
si dice un maggiorante persex < k ¥x € X. Un numerach si dice un minorante pef se

x > h ¥x € X. Un maggiorante che appartiene all'insieiXei dice massimo mentre un
minorante che appartiene all’ insieriesi dice minimo.

Teorema 1.2.Sia XC R, X # 0. Se X ammette massimo (minimo) questo & unico.
Dimostrazione.Segue immediatamente dalla definizione. O

Un insiemeX c R si dice limitato superiormente se ammette maggioranti mentre si
dice limitato inferiormente se ammette minoranti. Indichiamo X6nX. rispettivamente
l'insieme dei maggioranti e dei minoranti &i. Se X e limitato sia superiormente che
inferiormente si dia limitato. Poniamo sug = min X* se il minimo esiste e poniamo
inf X = maxX, se il massimo esiste.

In generale inQ un insieme limitato pa anche non avere estremi. Rninvece ogni
insieme limitato ammette estremi.@® equivalente all' assioma di Dedekind. Infatti,

Teorema 1.3.le seguenti fiermazioni sono equivalenti iR:

1- Assioma di Dedekind;
2- Ogni insieme non vuoto limitato superiormente ammette estremo superiRre in
3- Ogni insieme non vuoto limitato inferiormente ammette estremo inferidke in

Dimostrazione .Proviamo che 1. implica 2. Data la coppig K*) si ha cheX < X* e
quindi esistef € R elemento separatore. Dal fatto cKe< ¢ si ha chef € X* mentre
& < X* dice chef = minX*. Viceversa, sian@, B C R due classi separate e non vuote.
Il fatto che A < B implica cheB < A" e quindiA* # (. Allora AsupA = min A*. Poicte
£ € A%, seguef > A e siccomet e il piu piccolo dei maggioranté < B da cuiA < éB
come si voleva. In modo simile si prova che 1. equivale a 3. O

Nel seguito adotteremo la seguente convenzioneX eun insieme non vuoto non
limitato superiormente porremo sMp= +oco mentre seX € un insieme non vuoto non
limitato inferiormente porremo ik = —oco.

Teorema 1.4.Sia X c R, X, X* # 0. Allora un numero reale L & I'estremo superiore
dell'insieme X se e solo se:

(1) L=xVxeX;

(2)Ve>0,dx. e X : L—g<X,.

Dimostrazione.Sel & estremo superiore & allorae elemento dX* in quanto maggio-
rante e quindi la 1. Inoltre, sicconiee il minimo dei maggiorantil. — £ non pw essere
maggiorante e quindi la 2.

Viceversa, se valgono 1. e 2. abbiamo che la 1. implicalcheX* mentre la 2. dice
chel — g ¢ X* e quindiL = min X*. O

In modo simile si dimostra il seguente

Teorema 1.5.Sia Xc R, X, X, # 0. Allora un numero | € estremo inferiore di X se e solo
se:

(1) L<xVxeX;
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2)Ve>0,Ax.eX : l+&> X,.

Definizione 1.2.Date due classi numeriche B separate e non vuote diciamo che sono
contigue se I'elemento separatore € unico.

Osservazione 1.1Siano AB due classi separate, A B. Esse sono contigue se e solo
se si ha:supA = inf B.

Teorema 1.6.Due classi separate, B, A< B, sono contigue se e solo se
(1.2) Ye>0, da,€e Ab.eB: b,—a, <es.

Dimostrazione.Usando I'osservazione precedente e le caratterizzazioni date dai teoremi
precedenti, possiamo dire che

(1.2) HageA,bgeBzf—g<a£, §+§>b8,

da cui

(1.3) b, —a <e

Viceversa,

(1.4) O<infB-supA<b.-a.<e Ve>0

e quindi supA = inf B. |

Teorema 1.7(Radice aritmetica)Dati x > 0,n € N, n > 2 esiste un unico numero
E>0:&M=x

Il numeroé la cui esistenza assicurata dal teorema si chiama radieesima aritmetica
di x e si indica con il simbolo{x.

Esempio 1.1.Come applicazione del teorema precedente studiamo I'equazibaeax

Nel caso in cui n e dispari, x ed a hanno lo stesso segno. Allora x & positivo e I'unica
soluzione e quella data dal teorema. Se n e pari, I'equazione ammette anche una soluzione
negativa—+/a e quindi se a> 0 e n pari, 'equazione ammette due soluzioni di segno
opposto++/a. Supponiamo adesso & 0. In tal caso - ginché I'equazione ammetta
soluzioni - n deve essere dispari ed inoltre: ¥. Abbiamo: X = a ovvero(—x)" = —a da

cui —x = {/~a e quindi x= —{/-a. Se anche in questo caso conveniamo di indicare con
v/a I'unica soluzione dell’ equazione allor§a = —V/-a.

Teorema 1.8.L’'assioma di Dedekind implica la proprieta di Archimede.

Teorema 1.9.Sia xe R. L'insieme{g € Z : g < x} ammette massimo e, tale numero si
denota corfx].

Da cio si ha:
(1.5) X <x<[X]+1 VxeR.

Definizione 1.3(Potenza ad esponente razionatgla g= 7, a > 0. Poniamo

(1.6) a'=an = Vam = (\"/é)m
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Teorema 1.10.Si ha:
(1) a%-a°*=a*s, Vvg,seQ;
(2) @) =a® Vgseq;
(3) a%b? = (ab)9, Va,b> 0ge Q.
Teorema 1.11.Siaa> 1, x € R. Allora le classi
1.7) A={a” : peQ,p<x}, B={@": peQ,p>x
sSono separate e contigue.
Definizione 1.4(Potenza ad esponente realBpto a> 1, x € R poniamo
(1.8) a*=supa® : peQ,p<x=inf{a® : peQ,p>x}.
Nel caso in cuD < a < 1 poniamo & = ﬁ ¥x eR.
Si ha:
Teorema 1.12. (1) a*-a =a*"Y, VX yeR;
(2) @) =aY, VYxYeR,
(3) ab* = (ab)*, Va,b>0xeR.
Dalla definizione di potenza segue immediatamente
Teorema 1.13.Se a> 1, p > Oallorarisulta a® > 1.

Corollario 1.1. Si ha:
a>1 X <x’'=a <a
mentre
O<a<l X <x'=a >a

Teorema 1.14.Datia > 0, a # 1, b > 0l'equazione & = b ammette una ed una sola
soluzione » R.

Definizione 1.5.La soluzione dell’ equazion& & b si dice logaritmo di b in base a e si
denota corlog, b.

Il successivo teorema raccoglie le propaierincipali del logaritmo.

Teorema 1.15. (1) d°%P=b; Vva>0,a%#1,b>0
(2) log,(xy) = log, x+1log,y; Va>0,a#1,xy>0
(3) log,xP = plog,x; Va>0,a#1x>0,peR;

log, x

(4) log, x = o0 3’ Yaa>0,aa#1 x>0.

Definizione 1.6.Sia | € R un intervallo e sia SC | L'insieme S si dice denso in | se
YVab e l,a<xb = IseS : a<s<b.

Vogliamo provare ch@ edR \ Q sono densi irR.

Lemma 1.1. Siano xy € R, x < yesial < § < y- x. Allora esiste ne Z tale che
X<no<y.



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 5

Dimostrazione.Siam € Z tale chemd < x < (m+ 1)6. Poston = m+ 1 si ha: x < né.
Inoltre

N=M+1)0=M+5 < X+5<X+Yy—X=Y.

Teorema 1.16.L'insiemeQ e denso irR.

Dimostrazione.Sianoa, b € R cona < b Per il principio di Archimede esiste € N tale

che 0< % < b —a. Applicando il Lemma esiste € Z tale chea < m- % < b e quindi

a<{<h. |
Teorema 1.17.L'insiemeR \ Q e denso irR.

Dimostrazione.Siad € R\ Q. Supponiam@ > 0O e sian tale cheﬁ < b-a. PerilLemma
esistem € Z tale chea < # 7 < b e quindi la tesi co®™ € R \ Q perm # 0. Infatti, se
fossedT € Q allora si avrebbéT - & = 6 € Q. O

1.3. Cenni di calcolo combinatorio. Nel seguito sax utile adottare le seguenti conven-
zioni:

Definizione 1.7(Codficienti binomiali) Posto0! = 1e K = (k—1)!k, Yk € N definiamo

n
=1 N
(O) , N€ Np

n n!
(k) m,lsksn

| numeri (E) si dicono coé@icienti binomiali.E utile osservare che

(=2 ) ()0

Dimostrazione lmmediata dalla definizione. O

Teorema 1.18.

Inoltre si ha:

Teorema 1.19(Formula del binomio di Newton)

n

@+br=>" (E)a"b”"‘, vabeR Vne N,

k=0
Osservazione 1.21 cogfficienti binomiali presenti nella formula del binomio si possono
calcolare anche secondo lo schema seguente. Dicigine éﬂ) Allora si ha:

a1 = 1
A1k = Ak + Ak, 1<k<n
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2. INTrRODUZIONE A1 NUMERI COMPLESSI

2.1. La natura algebrica dei numeri complessi. PostoR? = RxR = {(a,b) : a,b € R}
diamo adR? una struttura algebrica introducendo opportune operazioni.

Teorema 2.1.L’insieme(R?, + ) & un campo con le seguenti operazioni:
(2.1) @b)-(c,d)y=(a+c,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac— bd,ad + bo)
Dimostrazione Basta verificare la definizione di campo. O

Definizione 2.1.1l campo di cui al teorema precedente si chiamera il campo complesso
e sara denotato cog@.

Teorema 2.2.L'insiemeCy e isomorfo aR.

Dimostrazione.Si verifica facilmente che I'applicazione: Co — R € un isomorfismo.
O

Definizione 2.2.Dato un numero complesso=z(a, b) poniamo(0,1) =i, (1,0)=1e
otteniamo z= a + ib, dove a si chiama parte reale e b si chiama parte immaginaria. Il
numeroz = a — ib si dice coniugato di.z

Teorema 2.3.Per ogni ze C si ha:

_ — = 1 1
Z2+z=2a, z2-2=2b Z1+2=21+2, 7] =212, 2=1 ~ = =
Definizione 2.3.Dato ze C poniamozZ = vz- z. Il numergZ si dice modulo del numero
complesso z.

Teorema 2.4.Si ha:
1- 17 >0, Vze Cel|zZ =0se e solosez0;
2- |Rez |ImZ < |7 < |Rez+|Im74,Vze C;
3-14=14VzeC,
4- |21+ 2| = |z| - zo|, VZ € C;
5- |3 = 1, vzeC;
6- |21+ 2| < |z1| + 20|, Y274,2 € C;
7- 1z =1zl < 1z + 2|, V21,2, € C;
8- Xx,—x € R allora x < |X;
9- X < a —a<x<a VaxeR.

2.2. la forma trigonometrica dei numeri complessi. | numeri complessi possono es-
sere scritti utilizzando le cosiddetterma trigonometrica e forma esponenziale. Precisa-
mente indichiamo coé I'angolo (con segno) formato dalla congiungente il nunecon

0 e la semiretta asse reale positivo. Si ha:

Z = |Zcost + |2 seri = |7 (cosd + i ser¥) = |z€”.
Osservazione 2.1Siano dati z = |z1|€%, z, = |z|€%. Allora z, - z, = |z - z,|€®+%2).

Dall’ osservazione precedente segue subito la Formula di De Moivre



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 7

Teorema 2.5(formula di De Moivre) Se z= |Z€? allora 2" = |Z"e".

Affrontiamo adesso il problema della estrazione di radiesima nel campo comp-
lesso. Sia data = re'¢. Dobbiamo cercare - eventuali numer: o€* tali cheZ” = w.
Cio & come dire che deve accadere:
o"=r, nd=¢+2kr, VkeZ
e quindi
n ip+2km

Vo = Viwle ™.
Notiamo esplicitamente che, visto che lo sfasamento angolare tra due radici consecutive
e

<p+2(k+1)7r_<,0+2k7r_2_7r

Ac1—Ac= n n n’

Esempio 2.1.Calcolare le radiciV1. Tenuto presente ch# = 1 e che argl) = 0, basta
applicare la formula da cui si ottiene

n 2kri

l=en, k=0,1,...,n—1.
Esempio 2.2.Calcolare il numera(1 + i)?°. Trasformiamo il numero in forma trigono-
metrica,1 +i = V2€i. Siha:
(1+i)% = (V2d5)20 = 210¢b — 210
Esercizio 2.1.Risolvere 'equazione
(22)* =iz

Prendendo i moduli di ambo i membri si he* = |7 da cuilg = 1 oppurez = 0.
Quindiz = €, 0 € R. Sostituendo nell'equazione data si otties¥é = i da cui cos 8 =
0, send = 1 e quindi

z=d@%) k=0,1,2
Esercizio 2.2.Risolvere I'equazione
Z =|z"

Dopo avere osservato clze= 0 & soluzione si hazt > 0 da cuiz = |Z€ con 4 =
2kr, k € Z. ovvero le soluzioni sono i numeri reali ed i numeri immaginari.

Esercizio 2.3.Risolvere I'equazione

(2.2) zZ+3@z-2=4-3i.

Esempio 2.3.Dalla formula del binomio di Newton si possono ricavare le formule di
n-plicazione della trigonometria.

Infatti,

ing __ H n_ C n -k ik
"’ = (cosd + i sery) _Z(k)cosﬁ‘ oi* serf o

k=0
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da cui segue
5 (n
2.3 cosnd =Re cos *gi*serfo
e IR
(2.4) cosnd =Im (n) cos*gikserf o
k=0 k
(2.5)

Per concludere, diamo qualche applicazione dei numeri complessi alla geometria. Se
a,b e C, a# bponiamo

L@ab)=L={zeC: z=a+t(b-a), teR}.
Teorema 2.6.z € L(a, b) se e solo se R&g - a)i(b—a)) = 0.

Dimostrazione.Sez € L(a, b) allora, dalla definizione
(z-a)i(b-a) =ti(b—a)(b—a) = —tijb—al?

da cui
(z-a)i(b-a) =ia, A€ER
e quindi la tesi.
Viceversa, Dal fatto chRg(z— a)i(b — a)) = 0 segue che

(z-a)i(b-a) =1is, seR
da cui
z=a+t(b-a)
cont = —sﬁ. O

Definizione 2.4.Siano ab € C. Diciamo che a e b sono paralleli se sono allineati con
I'origine. Allora a || b se e solo sa@t e R* : a=th ovverof € R e quindi & € R, da cui

segue Inab) = 0.

Naturalmente da 6isegue subito che L b se e solo sa || ib e quindilm(aib) = 0
ovveroRdab) = 0.

Sianoz, = Xg + iyp, a + ib € C. Scriviamo la retta per, ortogonale al punta + ib. Un

generico puntadi tale retta deve essere tale dhey L a+ib cioe R(z—z))(a + ib)) = 0
da cui I'equazione della retta clée

a(x = Xo) + by - yo) = 0.
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3. Cenni b1 TopoLoGiA IN R

Definizione 3.1.Sia XZ R. Diremo che X e aperto iR se si verifica una delle seguenti
eventualita:

(1) X = 0 oppure X=R;

(2) X=]a,b[conabeR, a<b;

(3) X =] — 0, @ oppure X=]a, +oo[;

(4) X & unione di insiemi dei tipi precedenti.

La totalita degli insiemi aperti si dira famiglia degli aperti @ o la topologia usuale

o euclidea diR.

Definizione 3.2.Diremo che un insieme X e chiusoRrseR \ X e aperto.

Esempio 3.1.Vediamo adesso alcuni sempli esempi di sottoinsiemi aperti o chiisi in
1. L'insieme[0, 1] & chiuso e I'insieméx,} formato da un sol punto e chiuso;
2. Q eR\ Q non sono ne chiusi ne aperti;
3. L'insieme vuoto e l'intero insieme dei numeri realiR sono contemporanea-
mente aperti e chiusi;
4. L'insieme]0, 1] € aperto)N e Z sono entrambi chiusi.

Definizione 3.3.Dati ¢ € R, ed r > 0 chiamiamo sfera aperta di centro ¢ e raggio r
insieme
B(c)={xeR: |x—-cl<r}
mentre l'insieme
B(c)={xeR: |x-¢ <r}
si dice sfera chiusa di centro c e raggio r.

Teorema 3.1.un insieme AC R e apertose esolos&c e A, 36 >0 : Bs(c) Cc A

Dimostrazione . SiaA aperto e si& € A. L'insieme A e unione di intervalli aperti e quindi
c appartiene ad almento uno di essi. Supponiamo quind]a, b[c A. Allora posto
§ = 3min(c - a,b - c) si haB;(c) c A.

Viceversa, dall'ipotese immediato ché\ = [ J.. Bs(C). ]

Teorema 3.2.Sia X c R un insieme chiuso e limitato inferiormente. Allora X ammette
minimo.

Dimostrazione Siaainf X € R. Sea ¢ X alloraa € interno al complementare e quindi
36 > 0 tale cheBs(a) c R \ X chee assurdo per la definizione di estremo inferiore.
i

In maniera del tutto simile si prova il seguente

Teorema 3.3.Sia X c R un insieme chiuso e limitato superiormente. Allora X ammette
massimo.

Definizione 3.4.Sia Xc R e sia % € R. Diciamo che ¥ & di accumulazione per X se
B:(X0) N(X\ {X}) #0  Ve>0
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ovvero se
Ye > 03dx, € X, X, # Xo, X € B,(X0).
L'insieme dei punti di accumulazione di X si chiama derivato di X e siindica con DX.

Esempio 3.2.1l derivato dell’intervallo [0, 1] coincide con l'intervallo stesso. 1D =
0, DQ =R, D(R\Q) =R.

Teorema 3.4.X c R e chiuso se e solo se DX X.

Dimostrazione.SeDX = 0 la tesie ovvia. In caso contrario sig € DX; proviamo che
Xo € X. Infatti, sexy ¢ X, avremmo - essendR \ X aperto - cheB;(xg) N X = 0 per un
opportuna’ > 0 e quindixg non apparterrebbe@X contro 'ipotesi.

Viceversa supponiamo chgX c X e proviamo ch& \ X e aperto. La conclusione
owvia negando la definizione di punto di accumulazione. ]

Definizione 3.5.Se Xc R chiamiamoX = X U DX chiusura dell’ insieme X.

Osservazione 3.1La chiusura € un insieme chiuso anzi, € il piu piccolo chiuso conte-
nente X.

Definizione 3.6.Se ¥ € R non € interno all'insieme X e non ¢ interno all'insie®g X
si dice punto di frontiera per X. L'insieme dei punti di frontiera si indica ¢ot

Si ha:

Teorema 3.5.
XUDX=XUuUodX.

DimostrazioneSiaxg € X U DX. Sexy € X non abbiamo nulla da provare. Sia quindi
Xo € DX\ X. Allora,
Ve > 0 3dx. € XN By(X)
e quindi nella sferd,(Xo) ci sono sia punti dX che diR \ X ovveroxg € dX
Viceversa, Siaxg € X U 0X. Sexy € X non abbiamo nulla da provare. Sia quindi
Xo € 0X. Allora,
Ve > 03x, € XN Bi(X)

e quindixg € DX O
Definizione 3.7.Siano XY c R. Diciamo che X € densoin Y secXY c X.

Osservazione 3.2Vale la pena di notare che gliinsier@ieR \ Q sono densi irR anche
secondo la nuova definizione.

Nel seguito useremo il seguente
Teorema 3.6.Sia X c R. Allora supX = supX, einf X = inf X.

Dimostrazione.Proviamo I'eguaglianza per I'estremo superiore. Dallinclusiofe-
X segue subito su < supX. Inoltre non po essere suf < supX. Infatti, dalla
seconda propriétdell’estremo superiore applicata Zdavremmo che esiste. € X €
]supX, supX[ e quindi I'assurdo perdhsi avrebbero punti d€ in ogni intorno dix,. O
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4. LIMITI DELLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE REALE

Definizione 4.1.Sia f: X ¢ R — R una funzione e sianagyx DX, | € R. Diciamo che |
e il limite della funzione f -al tendere di x al puntg xquando

YVe>03d6>0 : Vxe Bi(x)NX= f(x) e Bl).
In tal caso si suole scrivere
lim f(x) = 1.
X—Xg

Esempio 4.1.La funzione f: R — R mediante la legge (k) = k, con ke R. Si ha:
lim f(x) =k, ¥Xxo € R.
X—Xo

Esempio 4.2.La funzione f: R — R mediante la legge

1 x=0;
f(x) = ’
) {O X#0.
Si ha:
Ll_rg f(x) =0.
Esempio 4.3.La funzione f: R — R mediante la legge
F(x) = 1 x> 0;
0 x<0.
In questo caso il limite
lim f(x)

x—0
non esiste.

Esempio 4.4.La funzione f: R — R mediante la legge
1
f(x) = —, Vx#0.
Si ha:
lim f(X) = +o0.
x—0
4.1. Prime proprieta dei liniti.

Teorema 4.1(di unicitd). Sia f : X ¢ R > R e siano ¥ € DX, | € R. Se esiste
lim,_x, f(X) allora questo € unico.

Teorema 4.2.Sia f: X c R —» Resiano ¥ € DX, | € R. Supponiamo che esiste
limy,x f(X) =1 €R. Sianohke R : h<| <k. Allorad ¢ > 0 :risultah< f(x) < k
in B*(%o) N X.

Teorema 4.3.Sia f: X c R —» Resiano ¥ € DX, | € R. Supponiamo che esiste
limy_x f(X) =1 €R. Allora 3 limy_,|f(X)| = [l|.

Il viceversae falso tranne che nel cake 0.
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Esempio 4.5.f(x) = 2, x# 0.

x>

Teorema 4.4(di confronto) Siano fg: X c R — R e sia % € DX. Supponiamo che
esistondimy.,y, f(X) =l elim,_x g(x) = m. Alloral< m.

Esempio 4.6.lim,_senx = 0 segue dalla disuguaglianzaenx| < |x| e dai teoremi
precedenti.

Esempio 4.7.lim,_cosx = 1. Segue dalle disuguaglianze
2 X2

< —

X X
1- =2 ﬁ—:z‘ =
|1 — cosX se 5 sen 5 5

e dai teoremi precedenti.

Esempio 4.8.
. senx
lim — =1
x—»0 X
Esempio 4.9.
im l1-cosx 1
-0 X2 2

Teorema 4.5.Sia f: XcR = R, x5 € DX, | € R. Supponiamo ché lim,_, f(x) = I.
Allora36 >0, dke R : [f(X)| < kV¥x e XN B;(X).

4.2. Operazioni con i limiti.

Teorema 4.6(della somma) Siano fg: X c R — R e sia % € DX. Supponiamo che
esistondimy_,y, f(X) =1 elimy,y, g(x) = m. Allora3lim,_(f + g)(X) =1+ m.

Nel caso ché&, mnon sono finiti, 'unica eccezionedata dal casb= +co, m= —co.

Teorema 4.7(del prodotto) Siano fg: X c R — R e sia % € DX Supponiamo che
esistondimy.,y, f(X) =l elimy_y g(x) = m. Allora 3lim,_(f-g)(x) =1-m.

Nel caso ché, mnon sono finiti, 'unica eccezionedata dal casb= co, m= 0.
Esempio 4.10. (1) limyq 2 -1 =0;

X X
2 |im_)+i—l':+00'
( XOXZ X 1]
(3) limyer £ — 4 = —co;

(4) lim,_o: (£ +sent) - £ non esiste;

X
Esempio 4.11. (1) limy o X3 = 1;
(2) limy_o- x% = +09;
(3) limyco (—X)3 = —o;
(4) lim,_o: (xsen) £ non esiste;
(5) limy_o- (xsen)—l() X—12 non esiste e la funzione non ¢ limitata.

Teorema 4.8(del reciproco) Sia f : X ¢ R — R e sia % € DX. Supponiamo che
limy_yx, f(X) = 0. Allora 3lim,_,, Wlxn = 400
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Teorema 4.9(del reciproco) Sia f : X ¢ R —» R e sia ¥ € DX. Supponiamo che
limyx, | F(X)] = +o0. Allora Flim,_, ﬁ =0.

Teorema 4.10(del reciproco) Sia f : X ¢ R — R e sia % € DX. Supponiamo che
limy.x, £(X) = I # 0. Allora 3limM ., 135 = -

Teorema 4.11(del rapporto) Siano fg: X c R — R e sia % € DX. Supponiamo che
. . . . f

esistondim, ., f(X) =1, lim,,,g(x) = m= 0. Allora Flim, ., (& = ~.
L'unica eccezione data dal cas@ (oppurez.)
N.B.: Da ora in poi le eccezioni saranno chiamate forme indeterminate.

Teorema 4.12(cambio di variabili nei limiti) Sia f : X c R - R e sia % € DX. Sia
inoltre ¢ : Y — X, yp € DY una funzione inettiva e suriettiva tale dima,._,, ¢(y) = Xo.
Allora esiste il limitelim,_,, f(X) = | se e soltanto se esislien,_,,, f(¢(y)) = I.

Esempio 4.12.
. 1
lim xsen-=1
X—+00 X
Esempio 4.13.
lim senx = senxg
X—Xo
e
lim cosx = coSXo.
X—Xo
Infatti,

senx = sen(k — Xg) + Xo) = Sen — Xg) COSXg + COS(X — Xg) SENXy
e si procede analogamente per il coseno.

Teorema 4.13(limiti delle funzioni monotone)Sia f : (a, b) — R una funzione crescente
in (a,b). Allora,

1) 3 lim f(x) = supf(x), VX €]a, b),
X=X

laxol
2) A lim f(x) = inf f(X), V¥Xo € (a,bl.
XX 1%0.6
Dimostrazione Proviamo la 1). Posto syp. f(x) = | proviamo che lim.x f(x) = I.
Ricordiamo le propriét caratterizzanti I estremo superiore:
f(x) <l VYxela X
Ye>0 : Ax. €lax[: | —& < f(x).
Per la monotonia si ha:
l—e<f(x)<f(X)<I<l+eg VX €]a, Xo[

da cui latesi. La 2) si prova in modo analogo. Ovviamente un teorema simile vale per le
funzioni decrescenti. O
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Esempio 4.14.
imx" = X3, %o > 0.
Supponiamo in un primo tempo chg=x 1. Proviamo quindi che

limx*=1, a #0.

X—1
Supponiamar > 0. La funzione risulta crescente e quindi bastera provare sungx® :
0 < x < 1} = 1. Ma cio segue immediatamente dalla definizione di potenza ad esponente
reale. Infatti,

sugx®* : O<x<1l}=sudgq” : 0<g<1,9eQ}=1"=1
Proviamo adesso cHam,_, X* = X3, X > 0. Si ha:
X (07
lim x* = lim | — =i =Xx2.
i ¢ = im () 6 = my s = %

Usando la monotonia si pudimostrare inoltre che,

lim x* =0, a >0, lim xX* = 400, a < 0.
x—0* x—0*

lim X* = +o0, a >0, lim x* =0, a < 0.
X—+00 X—+00

Esempio 4.15.In modo simile si puo provare che:

lim a* = a%, a>0 a=+1
X—Xo
e anche
lim a* =0, a>1, lim a* = 4o, O<a<l
X——00 X——00
lim a* = +oo, a>1, lim a* =0, O<a<l
X—+00 X—+00

Esercizio 4.1. Studiare i limiti relativi alla funziondog, x.

Esercizio 4.2.Calcolare i seguenti limiti:
: t X
(2) limyse0 X*sEN, @ > 0.

. —1)?
(3) lim,1 (s);nrr)x’

; ap+ag X+ +apX"
(4) im0 bo+b X+++++bmx™?

an’ bm ;t O’
4.3. Infinitesimi e confronti asintotici.

Definizione 4.2.Siano g : X ¢ R — R due infinitesimi al tendere di x ad, xioe
limy_yx, f(X) = 0, limy_x g(X) = 0. Supponiamo che esista una terza funzioneX c

R — R, - infinitesima anch’essa - tale ché€x) = o(X)g(x) in un intorno del punto x

In tal caso diremo che la funzione f & un infinitesimo di ordine superiore rispetto alla
funzione g e scriveremo= 0(Q).

Teorema 4.14.Siano g : X ¢ R — R due infinitesimi al tendere di x ady.xAllora

f = o(g) se e solo sém,_,, % =0.
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Dimostrazione.ovvia. O

Teorema 4.15(principio di sostituzione)Siano § = o(f), g; = 0o(g). Allora esiste |l
limite

. f+ fl
lim ,
X—Xo g + gl
se e solo se esiste il limite ¢
lim —,
X—Xo g
ed in tal caso sono uguali.
Dimostrazione.ovvia. O

Definizione 4.3.Siano f g due infinitesimi al tendere di x ad.XDiciamo che f e g sono
asintotiche al tendere di x adyse f— g = 0(g) e scriviamo f~ g.

Teorema 4.16.f ~ g se e solo sbm,_,,, % =1

Proposizione 4.1.La relazione~ € una relazione di equivalenza.
Esempio 4.16.senx ~ x al tendere di x a zero.

Definizione 4.4.Diciamo che due infinitesimi f e g sono dello stesso ordingise 0 :
f~Aag

Teorema 4.17.f e g sono dello stesso ordine se e soldirse_x, % # 0.

Esempio 4.17.Le funzionil — cosx e ¥ sono dello stesso ordine. Cid si pud esprimere

anche dicendo che ,

X
cosx=1- =+ o(x?)
in un intorno dell’ origine.

Come esempio di applicazione del concetto di infinitesimo studiamo gli asintoti ad un
diagramma cartesiano.

Definizione 4.5. Sia data una funzione f(a, +oo[— R. Se esistono,d € R tali che
f(x) =ax+b+0(1), X— +co

allora la retta di equazione r. y = ax+ b si dice asintoto destro per la funzione Se
a = O l'asintoto di dice orizzontale altrimenti si dice obliquo.

Teorema 4.18.La retta y = ax + b & asintoto destro per la funzione f se e solo se la
distanza tra il diagramma della funzione e la retta asintoto e infinitesima al tendere di x
a +oo.

Teorema 4.19.Larettar: y = ax+ b e asintoto per f se e solo se

3 lim @:& lim f(x)—ax="Db

X—+o0 X X—+00

e sono entrambi finiti.
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Esempio 4.18.

X —
x+1
quindi la retta y= 1 e asintoto orizzontale.

f(xX) = - =1+0(1)

X+1
Esempio 4.19.
f(X) = V1+x2=x+0(1),
quindi y= x & asintoto obliquo.
Esercizio 4.3.Determinare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni:

X VX+1 X3+ 1
¥B+1T xXB=-x~ X+x+1

4.4. Alcune utili relazioni per i confronti asintotici. Sianoa, 8 = o(1). Si ha:

o(B) + o(B) = o(B);

o(B) — 0o(B) = o(B);

o(cB) = 0o(B), c # O;

co(B) = o(B), c # 0;

o8") =o(f),n>2,1<k<n-1;
©@B))" = o(8");

. f"o(B) = o(B™1), ne N;

B = o), n> 1;

(S cs) = o), c e R;

10. o(o(B)) = o(B);

11. o(8 + o(B)) = o(B);

12. a-B=0(B), a - B = o(a);

13. Sex ~ B alloraa — B = o(a),a — B = 0(B).

©ONoOGRWNE

[(e]

4.5. Successioni.

Definizione 4.6.Sia f : N — R. Per brevita poniamo a= f(n), ¥n € N. Una tale
funzione si chiama successione a termini reali di termine generaée per comodita si
suole scriverda,}.

Osserviamo che si h&N = @ ma, pensanddl immerso inR, abbiamo che-co € DN
e quindi 'unico limite che ha senso prendere in consideraziomeello pen — +oo. Per
guesta ragione, quando si vuole indicare,lim, a, € suficiente scrivere lina,.

| teoremi sui limiti visti per le funzioni restano validi per le successioni in quanto
gueste sono anche funzioni. Tuttavia, vale la pena di sottolineare che - per le successioni
- qualche risultato piessere enunciato in modaigreciso.

Dimostriamo ad esempio il seguente risultato:

Teorema 4.20.0gni successione convergente e limitata.
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Dimostrazione.Siccome{a,} € una funzione sappiamoagche essa localmente limitata
ovvero chedk > 0, v e N : Vn > v si ha:|a,| < k. Per provare che la successiane
limitata e suficiente notare che

lanl < max(ayl, [azl, . . ., [al, k), VneN.

Esempio 4.20.lim ya = 1.

Dimostrazione.Utilizziamo la disuguaglianza di Bernoulli - @x)" > 1+ nx, x> -1 -
scegliendax = "%1 Si ottiene immediatamente

a-1\"
(1+ - )za, YneN,

da cui (supponiama > 1)

a-1
1<\”/5§1+T, YneN,

1

e quindi la tesi passando al limite. Se<@ < 1, osserviamo chd/a =

n

=

Esempio 4.21.lim {n = 1.

Dimostrazione.Poicke {/n > 1 possiamo scriverd/n = 1 + 5, coné, > 0. Si ottiene
quindi:

n
n n nin-1)
n=(1+6y)" = kzz(;(k)éﬁ= 1+n6n+m+6ﬂ>(2)6ﬁ: T&ﬁ
da cui
2
0<¢ —
<0<y t—7
e quindi
Yn=1+6,— 1
i
Esempio 4.22.lim Vne = 1 Vo € R.
DimostrazioneImmediato dal precedente. ]

Esempio 4.23.lim fr‘]—.k =0, Yk> 0.

Dimostrazione.Postoa, = ﬂ—f si ha:

k
an+l_ 1 1
—(1+k) 1—)0

e quindi
veN: O<ap1<a, Yn>vy
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da cui si ricava I'esistenza del limite per monotonia. La successione igotwavergente
percte € anche limitata. Passando al limite nella relazione

= 1+lk !
Bt = n k] n+1

segue che il limite zero. |
In modo simile si prova che

Esempio 4.24.im & =0, vk e R.

Esempio 4.25.Vn! = +co0, Yk € R.

Dimostrazione.Dobbiamo provare che

Yk>0, dveN: W>k, Yn>vy

ovvero n

K
Vk>0, dve N : ﬁ<1’ Yn>vy
ma cb e evidentemente vero per quanfteamato nell’esempio precedente. O

Teorema 4.21(di passaggio tra le successioni e le funziod)a f: Xc R - R, % €
DX. Condizione necessaria efguiente ginché3lim,_,, f(X) = | € R & che risulti
Alim,_, f(X,) = | per ogni successione,} di elementi di X {xo} tale chelim,_, ;. X, =
X0-

Dimostrazione.La condizionet necessaria. S{a,} una successione di cui all’ enunciato.
Per ipotesi abbiamo:

Ye>036>0 : |[f(X)—Ill<e VYXe X X# X, |X— Xl <.

Siccomex, — Xp € lecito sostituirex con x,, ottenendo
Ye>0AveN : |[f(x) -l <e

cheé quanto si voleva. La condiziomesuficiente. Proviamolo ragionando per assurdo:

Supponiamo quindi che

Fe>0 1 Vo6>0Ax€ X, X5 # X! X=Xl <= |[f(X) =] > &.

Per ipotesi abbiamo che, per ogni successione di cui all’enunciato si ha:

Ye>0dveN : |f(x)-ll<e

ma cb e in palese contrasto con la precederfterenazione e - per rendersene conto -
basta sceglieré = n. |

Utilizzando il teorema precedente sigpdimostrare in modo semplice che nessuno dei
seguenti limiti esiste:

X
X+1°

Utilizzando il teorema precedente determiniamo adesso gli estremi della succ¢g¥ione
al variare del numerq € R.

. 1 . .
limsen=, lim senx, lim cosx, lim (-1)
x—0 X X—+00 X—+00

X—+00
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Esercizio 4.4. Determinare gli estremi della successiofgg} al variare di g inR. Per
maggior semplicita eseguiamo lo studio distinguendo vari casi sul valore di g.

1.

Supponiamo ¢ 1. In questo caso osserviamo che la funziofie g quindi la
successione - e crescente e quindi

supq” = supg* = lim g* = 4o
neN xeR X—=+00

ed inoltre

ming" = g* = q.
n

. Supponiamo ¢ 1. In questo caso ovviamente si ha’ § 1 ¥Yn € N e quindi

ming" = maxq" = 1.

. Supponiamd® < g < 1. Ragioniamo come nel caso 1. osservando pero che

stavolta la successione e decrescente pertanto

lim g=0

X—+00

H n_ ; X
infq’ =infq
ed inoltre
maxq" = g.
n

Supponiamo ¢ 0. In questo caso ovviamente si ha! g 0 Vn € N e quindi
ming" = maxq" = 0.

. Supponiame-1 < g < 0. Osserviamo che, essendo la base q negativa, la succes-

sione assume valori sia positivi che negativi. Da questa semplice considerazione
segue che, se si intende cercare I'estremo superiore, sgfigisate cercarlo tra

i termini del tipo ¢" che risultano positivi mentre se si intende cercare I'estremo
inferiore sara syficiente cercarlo tra i termini del tipo3** che risultano negativi.

Si ha:

supg” = supgq® = sup@®)" =,  infq" =inf ™ = inf —(-g)*"! = —(-g) = q.

6.

7.

Supponiamo ¢ -1. In questo caso si ha:"g= (-1)" ¥n € N e quindiming" =

-1, maxq" = 1

Supponiamo & —1. Osserviamo che, come nel caso 5, la successione assume
valori di segno qualsiasi e quindi eseguiamo la ricerca degli estremi facendoci
guidare dal segno dei termini della successione. In questo caso la successione
non e limitata né inferiormente né superiormente. Infatti,

supq” = supg™ = lim ¢*" = +oo,
mentre

inf g" = inf g®*! = inf —(-g)*™* = lim —(-q)*™** = —co.
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4.6. Il numero di Nepero. Il numero di Nepero - o numere - si puw definire come
il limite di una particolare successione. Precisamente, consideriamo la successione di

termine generale, = (1+ %)n Per potere dire che il numero di Nepekdl limite di

guesta successione dobbiamo spiegare che la sucessione converge. La sudeggssione
crescente, quindi regolare. Infatti, si ha:

a1 a, _(n+1\"(n-1\"" (n+1\"(n-1\" 1 (n®-1\" 1
[y Bl ey e Pl e
(4.2) :(1—1)n L sa

(4.3)

Sl

dovee stata utilizzata la disuguaglianza di Bernoulli coe —n—lz. Invece di provare
che la successione limitata superiormente, prendiamo in considerazione un’altra suc-

. . 1 . . R
cessione. Sid, = (1+ %)m . In modo simile a quanto fatto pe, proviamo cheb, e
decrescente. Si ha:

o
(4.5) < (1 - n_12) (1 " %) _ (1 - n—lll) <1
(4.6)

dove e stata utilizzata la disuguaglianza di Bernoulli con= n—lz La successioné, €

perco regolare in quanto monotona e convergente pelichitata. Poick evidentemente
a, < b,, ¥n € N, segue che ancle € limitata e quindi converge. Dopo diccha senso

porre
n
e= lim (1+:—L) .

n

nN—+o0

Utilizzando la definizione di limit& facile verificare che

Xn
e= lim (1+ i)

N—+oc0 Xn

per ogni successiong — +oco € anche per ogni successioxe— —oo. Utilizzando il
teorema di passaggio tra le successioni e le funzioni|(4.21) infine si trova

X
e= lim (l+}) ,
X—+00 X

e anche

X——00

X
e= lim (1+}) .
X
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4.7. Limiti dedotti dal numero e. In questa sezione ricaviamo alcune relazioni notevoli
a partire dalla definizione del numero di Nepero.

® x
lim (1+ ?() _¢\,  VYieR

X—+00
1\'1"
[1+3)
t

Sea > 0, postox = At si ha:
= ¢
Il casoA < 0 si riconduce al precedente con la sostituziare—t.

. A\* .
lim (1+—) = lim
X—+00 X t—+o00

(2)

lim @A+ X" =e
Xx—0

Ponendox = )—1/ si ha:

1y
lim (1+Xx)Y* = lim (1+)—/) =e

X—0* y—+0co

e similmente si procede per il limite dalla sinistra.

3) 0a(1
ime9d+x) _
X—0 X
Si ha: oa(1
lim 129+ X i log(1 4 X = 1.
x—0 X x—0
Il risultato si pwo anche scrivere nella forma
log(1+ x) = x+0(x), x— 0.
(4)

X

Iirrg) =loga, a>0, a1l
X—
Postoa* — 1 =t si ha:
X _
lim —— =lim —————
x-0 X -0 log(1 + t)
Il risultato si pwo anche scrivere nella forma

loga = loga.

a*=1+xloga+0o(x), x—0.

)
. (A+xr-1
lim ——— =a, a €R.
x—0 X
Posto (1+ x)* — 1 =t si ha:
Q+x*-1 t log(1+ X)
= a -

X log(1+t) X

Il risultato si pwo anche scrivere nella forma
Q+x)*=1+ax+0(x), x—O0.



22 G. DI FAZIO

A titolo di applicazione dei risultati precedenti concludiamo questo paragrafo con alcuni
esempi.

Esempio 4.26.
. (AN 1
4.7) lim {1+ 2sen-| = lim exp|{xlog(1l+2sen-||=
X—>+00 X X—+00 X
: 2 . 2
(4.8) = lim exp[xlog|1+ =]|= lim exp|x=]|= €.
X—+00 X X—+00 X
Esempio 4.27.
 V1-3x-1 . 1+3(-3+o0(x-1
lim ——  =1lim = -1
x—0 X x—0 X
Esempio 4.28.
im 5X _ 7 ~im 1+ xlog5+0(x) — 1— xlog 7+ o(X) _ Iogg.
-0 X x—0 X 7
Esempio 4.29.
!
lim = = o,
nn
Posto a = &, si ha:
adnil _

n n
_(———)<1, vnen.
an n+1

e quindi la successione risulta monotona decrescente, limitata quindi convergente. Infine,
posto | il limite della successione,

n n
e
e passando al limite si ottiened 0.

4.8. Esercizi. In questo paragrafo svolgiamo parecchi esempi allo scopo di illustrare la
tecnica dei confronti asintotici. Da un uso accorto di questa tecnica segue la p@sdibilit
calcolare molti limiti senza dicolta.

Esercizio 4.5.Calcolare il limite

(34 x\
lim ( ) , aeR.
X—+00 2 + X
Il campo di esistenza della funzione assegnata € dato dalle seguenti condizioni:
3+ X
4.9 2+x#0, > 0.
(4.9) ’ 2+ X

Le condizioni sono certamente verificate al tendere dix-ae quindi il punto+oco &
punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Per calcolare il limite
scriviamo

3+ x* X_ log(%2)
(4.10) (2+X) =¢e




APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 23

e studiamo il limite dell’esponente. Notiamo che

PRV i sea > 1;
(4.11) lim =41 sea = 1;

X—+00 2+X
0 seO<a < 1.

Infatti, nel casax # 1 la cosa e evidente. Supponiamc- 1. Si ha:

. 3+ X . 3+ X . 3+ X
(4.12) xﬂmoxlogm_ lim xlog(l+m—l)_ lim x(m—l)_l.

X—+00 X—+00

Esercizio 4.6.Calcolare il limite

: serf x

lim ——.

x>0 log(1+ vX)
La funzione e definita per x 0 e quindiO e punto di accumulazione per il campo di
esistenza. Si ha:

im sefx . (x+0(X)* _ - x
=0 log(L+ VX) 50 VX+0o(VR) o0 VX

Esercizio 4.7.Calcolare il limite

(4.13) 0.

im log(1+ senx) .

X—0* X
La funzione e definita quando sono soddisfatte le condizioni

X#0, senx>-1.

Siccomdim,_,o 1 + senx = 1, per il teorema della permanenza del segno, le condizioni
sono soddisfatte certamente in un conveniente intorno dell’origine. Inoltre,

. log(1+ senx . senx+ o(senx . senx
(4.14) lim M = lim ( ) = lim — =1.
Xx—0* X Xx—0* X Xx—0* X
Esercizio 4.8.Calcolare il limite
. X*log(1+ X
||m M .

x-0 1 — cosx
La funzione e definita quando sono soddisfatte le condizioni

1-cosx#0, 1+x>0.

Siccomdim,_o 1 + x3 = 1, per il teorema della permanenza del segno, esiste un intorno
dell'origine nel quale risultal + x® > 0. Inoltre, la condizionel — cosx # 1 & soddisfatta
almeno nell’intorno bucato di cent@ e raggiox. Da cio segue che I'origine e punto di
accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Inoltre si ha:

3 3 3 7
(4.15) jim X109 ) _  XOC+00C) X
x-0 1 — Ccosx x-0 1 _ (1 _ X_22 + O(XZ)) x-0 X2/2
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Esercizio 4.9.Calcolare il limite

. 1-cosx+log(1
(4.16) lim x+log(1+X)
x—0 e-1

La funzione e definita quando sono soddisfatte le condizioni
e€-1+0, 1+x>0.

Siccomdim,_,o1+x =1e &-1# 0per x# 0, le condizioni sono certamente soddisfatte
in un intorno dell’'origine e quindi l'origine & punto di accumulazione per il campo di
esistenza della funzione. Inoltre si ha:

1 - cosx + log(1+ X) 1-(1- X; +0(X?)) + X + 0(X)

4.17 lim =lim
( ) x—0 e<-1 x—0 1+x+0(x)—1
X2
. X X+ 0(X
= lim -2 = lim +():1.

x—0 X x—0 X

Esercizio 4.10.Calcolare il limite
. log(senx
(4.18) lim '29(5e™).
x-0+  log X

Il punto 0 & punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Il limite
proposto si presenta nella fornfa. Si ha:

log(senx) _ log(x + 0(X)) _ i logx _

(4.19) — =
x-0  log X Xx—0* log x x-0* log X

1.

Esercizio 4.11.Calcolare il limite

gvsenx _ 1
(4.20) im ——.
X—0t \/i

L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

senx
. eV -1 .1+ +/senx+ o(+/senx) — 1 . senx
(4.21) im —— = lim al + o ) = lim ’/T =1.

x—0* VX x—0* VX X—0*

Esercizio 4.12.Calcolare il limite

i Y1+ tangx — /1 - tangx
im :
X—0 senx

L’origine & punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
(4.23)
i JI+tangx- /1-tangx i 1+ 3 tangx + o(tangx) — (1 — Ztangx + o(tangx))
Xx—0 senx x—0 senx

tangx 1

(4.24) — lim —lim —— =1.
x—0 Senx x—0 COSX

(4.22)




APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 25

Esercizio 4.13.Calcolare il limite

. senX
(4.25) lim .
x—0 tang X
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
senX i 2x+0(x) 2

4.26 li = =—.
( ) ath tangX x-03x+0(X) 3

Esercizio 4.14.Calcolare il limite

VX +x+1-1
(4.27) im ’ X+ .
X—>

L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

Ve rx+1-1 . 1+i+x+o0(x-1
(4.28) lim = lim 2( ) + 009
x—0 X x—0 X
_ lim 1 +x i Ix+o(x) 1
N x—0 2 X N x—0 2 X B 2 )
Esercizio 4.15.Calcolare il limite
) 1
(4.29) lim xsen-.
X—+00 X
La funzione & definita in un intorno dic. Si ha:
) 1 . 1 1

(4.30) lim xsen- = lim x(— + o(—)) =1.

X—+00 X X—+00 X X
Esercizio 4.16.Calcolare il limite

) 2
(4.31) lim xe ser(e‘x sen—) :
X—+00 X
La funzione & definita in un intorno elico. Si ha:
) . 2 ) . 2 ) 2 . 2
(4.32) lim xe“sene*sen—|= lim x&le*sen—|= lim xsen- = |lim x- = 2.
X—+00 X X—+00 X X—+00 X X—+400 X
Esercizio 4.17.Calcolare il limite
1 n?(2Y/n-1)
(4.33) lim (1 + sen—)
Nn—+oo n

Si tratta del limite di una successione. Si ha:

n?(24/n-1)

) — lim en2(21/”—1) log(1+sent)
N—+oco

lim en2(1/nlog 2)(sen%)

N—+o0

= lim e"9?) = 2,

nN—-+oo0

(4.34) lim (1 + senﬁ

N—+oco
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Esercizio 4.18.Calcolare il limite

(4.35) lim (1 +tang %)"”’2("“) .

N—+o00

Si tratta del limite di una successione e a causa della forma nella quale si presen-
ta, trasformiamo la successione usando la definizione di logaritmo e studiamo il limite
dellesponente. Si ha:

log(1+tang’ 3) i tang § im (tang%]z_ 1
n—+o0

1

(436) nl!!l]o |ng (I'H—l) N—+oco n_l2

n n

e quindi il limite richiesto vale e.

Esercizio 4.19.Calcolare il limite

VX+4-2

4.37
(4.37) erQ sen X

L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

WX +4-2 . 21+%X-2  1+i-X40-1 . X 1
@38) m VA2 _yn&vtta-2 o otreraro9-tl s 1
x>0 senXx x->0 55X+ 0(X) x—0 5x x-05x 20

Esercizio 4.20.Calcolare il limite

x—0*

x+3
4.39 im(1+— .
( ) |m( + x)
L’origine & punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
. 4
(4.40) Ilr(p exp X+ 3) Iog(l + ;() = +00.
Xx—0+

Esercizio 4.21.Calcolare il limite

1 - cosx

4.41 Im .
( ) x-0 1 — C0S3

L’origine & punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
1-(1-%+003) 2

. 2 .
(4.42) L (1- (%) 2 +00) = 'x'i'?é =4

Esercizio 4.22.Calcolare il limite

X—+00

. 4 X+1
(4.43) lim (1+ J’:) .
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La funzione & definita in un intorno ico. Si ha:

1-2x2

. 4x |\ T . 1-2x2 4x
(4.44) xl_'HL, (1 + v 1) = XILrPOO exp 1 log(1+ il
— lim ex 1-2x 4x
S v v
Esercizio 4.23.Calcolare il limite
tang x
(4.45) g .
x—0 X Senx
La funzione e definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:
t . 2
(4.46) ang x iy (X+0()?
x=0 XSenx  x-0 X(X + 0(x))
Esercizio 4.24.Calcolare il limite
.oXe
(4.47) lim —, a,e>0.
X—+oco EEX
La funzione & definita in un intorno elico. Proviamo che si ha:
(4.48) e > x YXeR.
Infatti, per induzione su B N, si ha:
(4.49) €>n+1 ¥YneN
e quindi,
(4.50) >l >[x+1>x Vx>0,
Allora,
ex \(e+1) ex \(e+1) € (a+1)
s e fon ) () () e oo
(4.51) ¢ echx+1 a+1 a+1 X ¢
da cui
x¢ 1
(4.52) 0< —<——0.
eX  cX

Esercizio 4.25.Calcolare il limite

. log*t
(4.53) im23 = ,eso0.

to+co  t€ ’
La funzione e definita in un intorno dico. Mediante la sostituzionlegt = x, si ottiene

. log” X
(4.54) lim 09 t: im — =0.

to+oo  t€ X—+00 EEX

Esercizio 4.26.Calcolare il limite

(4.55) Iirg1 xlogx®, a,e>0.
X—0t
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La funzione & definita in un intorno destro dell'origine. Mediante la sostituziené,tsi
ottiene

. : .
(4.56) lim x‘[logx|* = lim t™¢|logt|* = lim
X—0* t—+oc0 t—+oc0

Esercizio 4.27.Calcolare il limite

(4.57) : Ii[n tleet, @, e> 0.

La funzione & definita in un intorno dicc. Mediante la sostituzione x —t, si ottiene

(4.58) Jim t7et = lim x'e™ = lim x"e*=0.

X—+00 X—+00
Esercizio 4.28.Provare che il limite
(4.59) lim|x |
x—0

non esiste. Proviamo che il limite non esiste facendo vedere che il limite destro e diverso
dal limite sinistro. Infatti,

. 1 . 1
(4.60) lim|x|* = lim ex'°9% =0
x—0* x—0*
mentre
. 1 . 1
(4.61) lim|x|x = lim ex'°97 = 400
x—0~ x—0*

Esercizio 4.29.Calcolare il limite

(4.62) lim (tangx) Y.
X—=5"

La funzione & definita in un intorno sinistro gii Si ha:
(4.63) lim (tangx) V*°** = lim exp vcosxlog tangx
X—=5" x=5"

= lim exp(ycosxlog senx) - exp( ycosxlog cosx).
Xx—Z~

2

Siccome

(4.64) lim +/cosxlog cosx = |iIT(]) \ylogy =0
y—)

X—>%7
allora il limite richiesto valel.
Esercizio 4.30.Calcolare il limite

_ 2
(4.65) jim 1= Y1+

no+eo N —ncost
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Si ha:
1
466 e L 1-yl+m i 1-(1+ 5 +0(3))
( ) ) n—l>rpoo n_ncosl _n—l>r+r—]oo l—COSl' _n—I>rPoo - _ 1 1
n n 1 (1 2n2+o(n2))
1
= lim 2% =-1
n—+o0 —
2n2

Esercizio 4.31.Calcolare il limite

. 1-cosx®
(4.67) lim——— >
x—0 X SENX COSX

la funzione e definita in un intorno bucato dell’'origine. Si ha:

_l-cos® . 1 1—(1—§+O(X2))3 1 1—(1‘%2)3
(4.68) lim —— =1lim = lim
x—>0 XSENXCOSX  x—0 COSX X(X + 0(X)) x—0 COSX X2
) 1 1—(1—3§+o(x2))_im 1 3% 3
~ x>0 COSX X2 T x-0C0SX X2 2
Esercizio 4.32.Calcolare il limite
. 1-senx
(4.69) lim——.
X—5 5~

La funzione e definita in un intorno bucato del pugtdsi ha:

o 1-senx . l-senx—-Z2+2 1-cos(x-2Z
(4.70) lim ——— = lim . 272 _j ,,( 2)
X—5 §—X X—5 E_X x—=5 E_X
_ 1-cosy _, 1-(1-% +o(y?)
_y_>0 Yy _y—>0 y
y?
=lim-2=0
y=0 Yy

Esercizio 4.33.Calcolare il limite

(4.71) l 2% -1
. im-————
x=0" {/1 — cosx

La funzione e definita in un intorno destro dell’origine. Si ha:

2w 1 log 2 -1
4.72) lim ———— = lim + yxlog 2+ o(v¥) = log Zﬁ = \4/§Iog 2.
O VLI-cosx T Yy (1- £+ 000) k5

Esercizio 4.34.Calcolare il limite

(4.73) lim x( V)@ +1-x).

X—+00
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La funzione & definita in un intorno dic. Si ha:

[ 1 1 1
i 2 —_ = i 2 _—— = i 2 _— = —
(4.74) xﬂmo x(\/x +1 x) XImex ( 1+ 2 1] XI_|>r11mx (1+ o 1) >

Esercizio 4.35.Calcolare il limite

(1491
(4.75) lim——,
Xx—0 X

La funzione & definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:

log(1+x?
(1) -1 eXD(M) -1 exp(L(¢ + 0(x))) - 1
(4.76)  lim = lim = lim
x—0 X x—0 X X—0 X
_im &=ty
x—0 X
Esercizio 4.36.Calcolare il limite
. (3% =X 2
(4.77) Xﬂmo( T2 +cos\/>_<) .
La funzione e definita in un intorno bucato dell’'origine. Si ha:
3x% — X 2 (3x2— X 23\
(478) (m + COS \/;() > (m + —1) > (E) — +00.
Esercizio 4.37.Calcolare il limite
. V1-exX
(4.79) lim=—°"
x—0* \/;(
La funzione & definita in un intorno bucato dell’origine. Si ha:
— X — —
(4.80) fim Y& _ iy Y@= X4 009, VX
x—0* \/)_( X—0* \/;( x—0* \/;(
Esercizio 4.38.Provare che il limite
1- cog x

4.81 lim ——
(4.81) x—l>mo1+ser?x

non esiste.
Infatti, @ syficiente considerare le due successipn2nr} e {5 — 2nr} ed applicare il
teorema di passaggio tra successioni e funzioni.

Esercizio 4.39.Calcolare il limite
(4.82) im (1 - cosx) tangx + 5x .

x—0 2\3/;(2 — X
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La funzione e definita in un intorno bucato dell’'origine. Si ha:

. (1 - cosx) tangx + 5x (1- (1 - % +00)))(X + 0(X)) + 5x
m

4.83 li = lim
( ) Xx—0 2\3/;(2 — ¥x x—0 — VX + o(VX)
i §+5x i X—23+5x 0
=300 — X =30 -
Esercizio 4.40.Calcolare il limite
. COSv/X — y/cosx
(4.84) XI_|)r(p v .
La funzione e definita in un intorno destro dell’origine. Si ha:
(4.85)
i COSV/X — v/cosx i 1- (3@2 — +/cosx i 1- %/3 — V1 + (cosx - 1)
0. X2 =, NG = . X2
I' 1- % — (1+ }(cosx— 1) + o(cosx - 1))
- erQ+ X2
X3 10142 2
X + 2(5x° + o(X
= lim —2 3(22 0D _ lim —2x2%2 = —co.
Xx—0t X X—0t
Esercizio 4.41.Calcolare il limite
(4.86) lim senvVn? + 1 - sem.
n—+oo
Applicando le formule di prostaferesi si trova
nP+1+n nP+1-n
(4.87) senvn? + 1 - senn = 2cos > sen >

Poiche Y10 _, ge|cosn| < 1, allora si ha:
2

(4.88) lim senVn2 + 1 -senn = 0.

N—-+0co

Esercizio 4.42.Calcolare il limite

._tangrx(2x2 - 1)
(4.89) N x-3F
Il punto 3 & di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Eseguiamo il
cambio di variabile x- 3 = t. Si ha:
(4.90)
X-3 _ —
im tangrx(2 1) —iim tangr(t + 3)(2 - 1)
x—3 (x—3)2 t—0 t2
_lim tangnt(tlog 2 + o(t)) _lim
t—0 t2 t—0

(ot + o(tt)) log 2 _ rlog2.
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Esercizio 4.43.Calcolare il limite

cosx —tangx — 2
(4.91) 9«2 .

x—=% x-2z

2

Il punto 7 & di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Eseguiamo il
cambio di variabile x- 3 = t. Si ha:

cosx —tangk — 2 cosE +t) — tangt
(4.92) lim fé( 2~ = |im €Y J
X—7 X—E -0
. —sent—tangt . —(t+o(t)) — (t+ oft
i gt _ . =(t+ o) - (t+o(t)
t—0 t t—0 t
-2t + 0
= 1lm (t)_
t—0 t

Esercizio 4.44.Calcolare il limite
X —10g,(1 + X)

(499) m—=
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
. X—logy(1+x) . log(1+ x) B
(4.94) Jmf = leir(mjl—T-logze_ 1-log,e.
Esercizio 4.45.Calcolare il limite
l0g,(1 + 2X)

(4.95)

x-0 3XCOSX — tangx '
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:

. log,(1 + 2x) . 2X
4. I =limlog, ——
(4.96) lim 3xCcosx — tangx 3o 092 3y cosx — x
= log, elim 2 . log, elim 2
~ e 3cosx—1 L 3(1- % +0(x) - 1

2
= log, elim ——— =log, e.
gZ x-0 2 3X2 gZ

Esercizio 4.46.Calcolare il limite

1/ 1
4.97 lim — | —— — cotgx]| .
( ) x—=0" X (senx g )
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
. 1( 1 . 11-cosx . 1-cosx 1
(4.98) lim-|—— —cotgx|=lm —— = lm ——— = =.
x—0+ X \ senx x—0t X Senx x-0t X2 2
Esercizio 4.47.Calcolare il limite
1 1

(4.99) lim — - —.



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 33

L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione. Si ha:
1 1 .1 (1
(4100) X—>O+ ?( - W )!|_)no]+ 3_)( (%( - 1) = +00.

Esercizio 4.48.Calcolare i seguenti limiti:

Vx+2- V2 \/_ 1—2003x+cosZ< . €O0S X — Ccos X

lim , lim ,
x—0 x—>0 X2 x—0 X2

fim L= VX 1- \/i im tangx —senx . 1-cosx

x=0 1 — §/X x=0 x3 " x>0 X2COSX

1-cosx* . log(1+x?) . eYx
im , lim —, lim —
x-0 X3tangx ~ x>0 x2ex+X x-0" X
iy SEmX+ X3 senx
x>0 4 senx — X’ x—>o+ X— \V3x

b

Esercizio 4.49.Calcolare il seguente limite

(4 101) X3coshx + X3cosx 2X3

lim :
x-0* sen(&*)((coshx)3* — (cosx)3*) log 7x
Esercizio 4.50.Calcolare il seguente limite
(4.102)

4.9. Limite massimo e limite minimo per una successioneAbbiamo visto che il lim-

ite, quando esiste unico; tuttavia, spesso il limite punon esistere. Approfondiamo
quindi il problema dell’'esistenza del limite. Vedremo che, quando il limite non esiste,
esistono sempre altri due sostituti del limite. Cominciamo con la seguente definizione.

Definizione 4.7.Sia{a,} una successione a termini reali.€ R si dice un valore lim-

ite della successione se esiste un’estratta della successione convergente a | oppure se |l
valore | viene assunto infinite volte dalla successitmg¢ Chiameremo poi classe limite

della successione I'insieme dei valori limiteline la indicheremo con ({a,}).

La seguente propriae di immediata dimostrazione:

Proposizione 4.2.Sia{a,} una successione a termini reali. Un elementoR & valore
limite della successione se e solo se risulta punto di accumulazione per l'insieme dei
valori assunti dalla successione.

Esempio 4.30.Consideriamo la successione di termine genergle-g—1)". La classe
limite di questa successione e formata da punfi,1. Consideriamo la successione di
termine generale a= 1. In tal caso la classe limite contiene un solo elemento che &
proprio il limite della successione. Consideriamo la successione dei numeri razionali. La

classe limite € in questo caso, l'intero asse reale.

Si ha:
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Teorema 4.22.La classe limite di una successione & sempre chiuga lhminimo della
classe limite si chiama limite minimo mentre il massimo della classe limite si chiama
limite massimo.
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5. LA COMPATTEZZA NELL INSIEME DEI NUMERI REALI

La compattezza un concetto importante e profondo che permette di comprendere bene
I'essenza dell’ insieme dei numeri reali.

Teorema 5.1(Bolzano-Weierstrass)Sia X ¢ R un insieme limitato dotato di infiniti
punti. Allora esiste almeno un punto di accumulazione per I insieme X

Dimostrazione.Sianoa < inf X, b > supX. Suddividiamo l'intervallo & b] a me#. Sic-
comeX e infinito, almeno una delle due ndedell’ intervallo conter infiniti punti di X.
Scegliamo quella (o una di quelle) che ha questa pr@pesuddividiamola ancora a raet
Continuando il procedimento sempre con lo stesso criterio, daof@vazioni si arriva ad

una sequenza di intervalli incapsulati in cui ciascerampio la met del precedente i cui
estremi formano due sequenze, una crescente formata dagli estremi sinistri di tali inter-
valli {a,} e I'altra decrescente formata dagli estremi dg&tyj. Le due successioni sono
entrambe monotone e limitate e quindi convergenti evidentemente verso lo stesso limite.
Dettoc tale limite ess@ un punto di accumulazione pXr Infatti, se f — &,c+ ¢[ € un
intorno dic esso contiene almeno un intervallo di quelli ottenuti durante la costruzione
precedente. Tale intervallo contiene infiniti puntdde quindi la tesi. ]

Definizione 5.1. Data una succession@,} ed una successione crescente di int@gi)
consideriamo la successiong &he si dira estratta dga,} mediante la leggék,}.

Teorema 5.2. Sef{a,} € regolare allora lo & ogni sua estratta ed il limite dell’estratta

e lo stesso di quello della successidjag}. Viceversa, se tutte le estratte di una data
successione sono regolari ed hanno lo stesso limite, allora anche la successione data e
regolare.

Dimostrazione.Segue subito dal teorema di passaggio tra funzioni e successionio

Lemma 5.1 (di compattezza)Da ogni successionéa,} limitata si pu0 estrarre una
successione convergente.

Dimostrazione.Se nella successione un elemento si ripete infinite volte allora la suc-
cessione estratta costante quindi convergente. In caso contrario, la successione
insieme che verifica le ipotesi del teorema di Bolzano - Weierstrass$.€Staun punto di
accumulazione della successione. Si ha:

YVe>0 :dn.eN : a, € B(l)
e scegliende = % si ottiene una successioag € B}, (I) per cuilag, -1l <1/n— 0. O

Come conseguenza delle precedenti osservazioni possiamo dimostrare un utile criterio
di convergenza per le successioni.

Teorema 5.3(di convergenza di Cauchy)na successiong,} € convergente, se e solo
se

Ye>0 : dveN . Vnm>y, |a,—ay <&
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Dimostrazione.La condizioneg ovviamente necessaria. Proviamo éh&fficiente. La
successione limitata. Basta infatti sceglieee= 1, m= v + 1 da cui

[an] < lan = ay41] + 41 < 14 |ay41], YN > .

Per il lemma di compattezza possiamo estrarre una succesajigremnvergentes,, — |.
Proviamo ché ¢ il limite dell’ intera successione.

lan — 1| < lan — &, + la, =11 = 0,
pern — oo da cui la tesi. ]

Naturalmente il teorema di Cauchy ha una formulazione analoga nel caso delle funzioni
di variabile reale che la seguente:

Teorema 5.4(di Cauchy per le funzioni)Sia f: X c R — R, e sia % € DX Allora,
condizione necessaria efguiente perché la funzione sia convergente al tendere di x ad
Xo € che

Ye>03d6>0 : VX, X" € X X, X" # Xg, [X=Xo| <6, [X"=X| <8, = |[T(X)-T(X")| <&

Lemma 5.2. Sia X ¢ R. Un punto y appartiene aX se e soltanto se esiste una
successiongx,} di elementi di X convergente ag.x

Dimostrazione Siax, € X. Poicte X = X U DX, pud accadere chg, € X. In tal caso
basta porrex, = X Yn € N. Se invecexy € DX, applicando la definizione di punto di
accumulazione, si ha che

1
YneNdx,e X . xn¢x0|xn—xo|<ﬁ

da cui, passando al limite par— oo segue la tesi. B
Viceversa, se esiste una successione di pun donvergente ady, allorax, € X.

Infatti, se cosnon fosse, dal fatto che non appartiene alla chiusuraXisi avrebbe che

Xo non appartiene BX e quindi dalla definizione di punto di accumulazione si avrebbe,

Ae>0 X —& X +&[NX=0.
D’altra parte, dalla definizione di limite
YVe>0 : AveN : [X,—X|<e ¥Yn>v
e sceglienda = ¢ si ha I'assurdo. |

Lemma 5.3. Condizione necessaria efguaiente ginché Xc R sia chiuso e che per ogni
successione convergente di elementi dl ¥mite appartenga ad X

Dimostrazione.SupponiamaX chiuso e consideriamo una successione convergggite
di elementi diX. Per il Lemmd 5.2, il suo limite; appartiene &. EssendoX chiuso,
X = X e quindixy € X.

Viceversa proviamo ch®X c X per mostrare ch& e chiuso. S®X = 0 la tesie
owvia. In caso contrario sig& € DX. Proviamo chexy € X. Poicke DX c X, si haxg € X
e, per il Lemma 5]2, esiste una successione di elemeii diciamo{x,} , convergente
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ad Xo. A guesto punto la conclusioreimmediata conseguenza dell’ ipotesi e qu¥d
chiuso esattamente come si voleva.

Adesso possiamo introdurre la nozione di compattezza. Per mantenere I'esposizione il
piu elementare possibile diamo la definizione di compattezza sequenziale che, nel seguito
saia denominata semplicementempattezza. ]

Definizione 5.2.Sia X c R. Diciamo che X & (sequenzialmente) compatto se da ogni
successionéx,} di elementi di X si puo estrarre una sottosuccessioRg convergente
ad un elemento*xe X.

In R vale il seguente criterio di compattezza.

Teorema 5.5.Sia Xc R. Condizioni necessarie e fgienti gfinché X sia compatto sono
le seguenti: 1. X e chiuso; 2. X & limitato.

Dimostrazione Le condizioni sono necessarie. Infatti supponiaxhoompatto e provi-
amo 1. e 2. Proviamo ch¥ é chiuso. Per questo mostriamo che risidtd c X. Se
DX = 0la 1. e ovvia. Sia quindiky € DX. SiccomeDX c X, segue cheg € X e quindi,
per il Lemma 1 esiste una successione di pun¥,diiciamo{x,} convergente ag. Dalla
definizione di compattezza segue allora elpossibile estrarre una sottosuccessioRé
convergente ad un punto dell’ insierXe diciamo x*. Per il fatto che{x, } € estratta da
{Xn} Si hax® = Xy e quindila 1.

Per provare la 2. ragioniamo per assurdo supponendo per esempk siaenon
limitato superiormente. AllorX non ha maggioranti e quindi

YneNdIX,eX . X,>n

da cui, passando al limite si deduce ¢kg € divergente positivamente. Questpalese-

mente in contrasto con la definizione di insieme compatto. Infatti, dalla succes$sipne

si dovrebbe potere estrarre una sottosuccessione convergente ma, tale sottosuccessione ha
lo stesso limite di quella data edctonduce all'assurdo provando ¢&s2.

Viceversa, supponiamo vere 1. e 2. e proviamo ghe compatto. Sidx,} una
successione di elementi ¥l La successione limitata perck contenuta in un insieme
limitato. Allora & possibile estrarre una successi¢ag} convergente. Dettd il suo
limite si hal € X = X percle X e chiuso e quindK € compatto che quanto si voleva. o

Esempio 5.1.Utilizzando il criterio si riconosce subito che ogni intervalim b] chiuso e
limitato € compatto menti&, b[, ]a, b], ]a, b[ non lo sono perché non chiusi. Similmente
R non e compatto perché non limitato. Tuttavia gli intervalli chiusi e limitati non sono
i soli compatti diR. Infatti ogni insieme contenente un sol punto, o un numero finito di
punti, risulta compatto perche chiuso e limitato.

Esempio 5.2.Gli insiemi compatti inR possono dferire notevolmente dagli intervalli
chiusi e limitati. Si puo infatti dimostrare che esiste un sottoinsieme chiuso dell’ insieme
X =(R\ Q)NJO,1] dotato di infiniti punti.

Osservazione 5.11| criterio di compattezza non e valido Q. Infatti, basta considerare
linsieme X = {(1 + r—l])”}. X e limitato perché e contenuto nell’ intervall@, 3] ed e
chiuso in quanto privo di punti di accumulazione (@). Tuttavia non € compatto perché
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gualsiasi sua sottosuccessione (I'insieme stesso € una successione) non converge a nessun
elemento dQ. Infatti se esistesse g Q limite di una sottosuccessione, guardando tale
sottosuccessione come sottosuccessioifedovrebbe essere g e ma e¢ Q quindi X

non € compatto.
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6. Funziont CoNTINUE
6.1. Definizioni.

Definizione 6.1.Sia Xc R, e sia f: X — R. Diciamo che la funzione f e continua nel
punto % € X se si verifica una delle seguenti eventualita:
e |l punto x € isolato per I'insieme X
e |l limite lim,_,y, f(X) esiste ed inoltréim,_, f(X) = f(Xo). Diremo infine che f &
continua in X se risulta tale in ogni punto di X

Il concetto di funzione continu@ quindi un concetto puntuale ovvero valido punto per
punto. Non c& nessuna ragione che possa indurci a pensare che la cantimuit punto
implichi la continuita in altri punti dell’ insieme di definizione di una funzione.

A volte, per verificare la continutdi una funzione, purisultare utile ricorrere alle
successioni. Volendo procedere in questo meddile il teorema di passaggio tra le
successioni e le funzioni. Precisamente si ha:

Teorema 6.1(caratterizzazione della continaimediante le successionipia f : X c
R — R e sia % € XN DX. Allora, condizione necessaria efsaiente gfinché la funzione
f risulti continua nel punto xe che per ogni successione di elementi di X convergente ad

Xo, Si abbialimy_, e (X)) = f(Xo).

Esempio 6.1.Continuita delle funzioni elementari. Le seguenti funzioni sono continue in
tutti i punti del loro insieme di definizione:

polinomi, potenzdogaritmi, esponenzialisenx, cosx.

Esempio 6.2.La funzione f: R — R definita mediante la legge(£X) = x—[x], € continua
in tutti i punti tranne quelli di ascissa intera dove e continua soltanto dalla destra.

Esempio 6.3.La funzione f: R — R definita mediante la legge

F(x) = X  Se x erazionale,
" |=x se x non é razionale

e continua soltanto nell’origine.
Esempio 6.4.La funzione (di Dirichlet) f: R — R definita mediante la legge

1 se x erazionale

f(x) = o
0 se xnon e razionale

non e continua in nessun puntoRli
Dai risultati sui limiti delle funzioni segue immediatamente che:

Teorema 6.2.Ogni combinazione lineare di funzioni continue & continua; il prodotto di
funzioni continue € una funzione continua; il reciproco di una funzione continua (e non
nulla) e una funzione continua,; il quoziente di due funzioni continue (con denominatore
non nullo) e una funzione continua; il massimo (e il minimo) tra due funzioni continue e
una funzione continua; la funzione composta mediante funzioni continue e continua.
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Definizione 6.2.Da ora in poi l'insieme di tutte le funzioni continue in X sara denotato
con il simbolo G(X) quindi dire che una data funzione f & continua in X sara come dire
che fe CO(X).

Se una funzione no@é continua in un punto del suo insieme di definizione, diremo che

e discontinua in quel punto.

Pensando alla definizione, si@uerificare una sola delle seguenti eventaalit

e dlimy_y, f(X) # f(Xo); In questo caso diremg, un punto di discontinuit elim-
inabile o fittizia;

o Af(xg) = limyxe F(X), IF(X5) = limyc F(X) entrambi finiti maf (xg) # f(x);
in questo caso il punta@, si dice un punto di salto per la funzione ed il numero
S(x) = f(x35) — f(x;) si dice ampiezza del salto;

o f(x;) e f(x{), esistono ma non sono finiti; in questo caso il puxysi dice punto
di infinito per la funzione;

e almeno uno tra (x;) e f(x;), non esiste; in questo caso la discontiaust suole
chiamaredi seconda specie.

Nel caso della discontinditfittizia, si pw definire una nuova funzione : X —» R

mediante la legge

limyyx F(X), sex=xo
ed in questo modo la funziong risulta continua nel puntg,. Si dice allora che la

(p(x):{f(x), sex e X, X # Xo;

funzioney e il prolungamento per continaidella funzionef (x).

Esempio 6.5.La funzione f: R — R definita mediante la legge

senx .
F =1 % se x# 0;
0, sex=0

ha una discontinuita eliminabile nell’ origine.

Esempio 6.6.La funzione (di Heavisidel/ : R — R definita mediante la legge

1, x>0
UNX) =3 -
() {O, x<0

ha una discontinuita di salto nell’ origine.

Esempio 6.7.La funzione f: R — R definita mediante la legge

1 > 0:
f =40 X2
0, x<0

ha un punto di infinito nell’ origine.

Esempio 6.8.La funzione f: R — R definita mediante la legge

1

F(x) = seny, X#0;
0, x=0
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ha una discontinuita di seconda specie nell’ origine.

Nel capitolo sui limiti abbiamo visto che le funzioni monotone ammettono sempre
limite — finito 0 no — ma, in generale non sono continue. Vale infatti il seguente

Teorema 6.3.Sia f : [a,b] — R una funzione monotona e sig ® [a,b]. Allora, se in
Xo €]a, b[ la funzione non e continua, il puntg & di salto per la funzione.fSe % = a,
oppure % = b, il punto risulta una discontinuita eliminabile per f

Dimostrazione.Infatti, consideriamo, per fissare le idee, il caso in cui la funzibfe
e crescente ed il puntg, e interno all'intervallo & b[. Dal teorema sulle funzioni
monotone, si haf(x)) = infy,p f(X), mentref(x;) = sup,y f(X). Quindi, siccome
risulta
(6.1) f(xg) = supf(x) < f(>3) = .inf_f(X),

[axo] Io.b]
la funzione risulta ovviamente continua quando vale 'uguaglianza memtigcontinua,
con discontinu@ di tipo salto, in caso contrario. Contiamo adesso le discorimigiia
funzione. Visto che la funzione puavere soltanto discontinaitdi tipo salto, poniamo
S = f(b) — f(a) e consideriamo la possib#itchef(x) abbia salti di ampiezza maggiore
0 uguale ad uno. Evidentemente, se salti di questa ampmiezza esistono, essi saranno in
numero finito, anzi in quanétnon superiore al numer8]. Similmente, se consideriamo
gli eventuali salti di ampiezza compresa%ra 1 essi certamente saranno in numero finito
e in quantia certo non superiore al numerds] Continuando in questo modo otterremo
una lista nella quale, ad ogni voce corrisponde un numero finito di punti nei quali la
funzione pw avere un numero finito di discontinaie quindi I'insieme di tali punti pi
essere al pi numerabile. |

6.2. Proprieta fondamentali delle funzioni continue. In questo paragrafo raccogliamo
alcuni risultati in cui si fa uso esplicito del concetto di contaulk risultati che seguono
saranno usati ampiamente nel seguito anche senza riferimento esplicito.

Teorema 6.4(di permanenza del segnddia f : X c R —» R, esiax € XN DX
Supponiamo che la funzione f e continua nel punrte xonsideriamo due numerik
tali che h< f(x) < k. Allora3 6 > Otale che h< f(X) <k, VX€]Xy—96, X%+ .

Dimostrazione.ll teorema segue immediatamente dalla definizione di condinunzi
e suficiente usare il teorema di permanenza del segaangto per funzioni, ponendo
I = f(Xo). O

Teorema 6.5(di esistenza degli zeri)Sia f : [a,b] — R una funzione continua in tutti
i punti dell'intervallo di definizione e supponiamo ch@) > 0, f(b) < 0. Allora, esiste
almeno un punto €]a, b[ tale che {c) = 0.

Dimostrazione.Utilizziamo la stessa tecnicaayadoperata nella dimostrazione del teore-
ma di Bolzano - Weierstrass. Dividiamo l'intervallo in due metvalutiamo la funzione

nel punto di mezzo. Se in quel punto la funzioh@éulla abbiamo terminato. In caso
contrario, continuamo dividendo a maesolo quell’ intervallo dei due agli estremi del
guale la funzione assume valori di segno opposto. Procedendo in questa maniera, dopo
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ripetizioni otterremo un sequenza di intervalli incapsulati, ognuno |la meltprecedente
caratterizzati dal fatto che, det@,} la sequenza degli estremi sinistri sif@,) > 0 men-
tre detta{b,} la sequenza degli estremi destri si hg,) < 0. Naturalmentedlim a, =
lim b, = c. Proviamo chef(c) = 0. Per continuia si ha: 0< lim f(a,) = lim f(b,) < 0
quindi f(c) = 0. ]

Corollario 6.1 (assunzione dei valori intermedipia f : (a,b) — R una funzione
continua. Allora] inf f,supf[c f(a, b).

Dimostrazione Siay €]inf f,supf[. Proviamo che esiste un puntoe (a, b) tale che
f(c) = y. Dalla seconda propriatdell’estremo inferiore, con una opportuna scelta di
esistex; € (a, b) tale che

(6.2) f(x) <inff+e<y.

Applichiamo adesso la seconda progaidell’estremo superiore, con una opportuna scelta
di € e quindi possiamo dire che esistec (a, b) tale che
(6.3) f(x) >supf —e>vy.

Possiamo applicare a questo punto, il teorema di esistenza degli zeri alla fuh@ipne
da cui la tesi. ]

222
e continua perché quoziente tra funzioni continue. Per il corollario precedente si ha:

f (]—g, g[) = R ovvero I'equazion¢angx = y ammette soluzione per ogneyr.

Esempio 6.9.La funzione f: |-3,%| — R definita mediante la legge(f) = tangx

6.3. Compattezza e continuia. Innumerevoli sono le applicazioni del concetto di com-
pattezza. In questo breve paragrafo mettiamo in luce alcune conseguenze del concetto di
compattezza applicato alle funzioni continue.

Teorema 6.6.Sia K c R compatto e sia £ K — R una funzione continua in .KAllora,
f(K) & compatto.

Dimostrazione.Sia{y,} una successione di punti 8{K). Dobbiamo provare che da essa
si pw estrarre una sottosuccessione convergente ad un elemef{®)diPer il fatto
chey, € f(K) esistex, € K tale chef(x,) = y,. Per I" ipotesi di compattezza &,
dalla successiongx,} si puo estrarre una sottosuccessigrg} convergente ad un punto
x* € K. Poicte la funzionef (x) e continua, si ha:

lim f(x) = f(x) € f(K)
n—oo
da cui la tesi perdhy,, = f(X,) € un’ estratta djy,} . |

Teorema 6.7 (di Weierstrass) Sia K c R compatto e sia f: K — R una funzione
continua in K Allora, la funzione e dotata di massimo e di minimo inovero

Ax; e K @ f(X) =supf(x), IxxeK : f(x)= ir;}f f(X).
K
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Dimostrazione Per il teorema precedenté(K) € compatto e quindi, in particolare,
chiuso. Poick I'estremo superiore e I'estremo inferiore fdK) sono elementi df (K),
si ha sup f(x),infx f(x) € f(K) da cui segue la tesi. |

Teorema 6.8(di continuita della funzione inversaSia Kc R compatto e sia f K - R
una funzione continua ed iniettiva in. Kllora, la funzione inversa f : f(K) - K &
continua in {K).

Dimostrazione.Per provare che la funziong? & continua inf(K) proviamo che tale
risulta in ogni punto dif (K). Sia percd yo € f(K). Usando la caratterizzazione del-

la continuita attraverso le successioni dobbiamo provare che, comunque si assegni una
successiongy,} di punti di f(K) che sia anche convergentggasi abbia:

(6.4) lim -4(yn) = f(yo).

Data la successiong,} in f(K), esiste{x,} di punti diK tale chef(x,) = y,. Chiamiamo
Xo quel punto (unico per l'iniettiva di f(x)) tale chef (xo) = yo. Provare la[(64) equivale
a provare che

(6.5) lim X, = Xo.

n—oo
Ci0 sal acquisito se proveremo che qualsiasi estfaffa della succession,} € con-
vergente al puntog. Dal teorema sulla convergenza delle successioni estratte &eguir
guanto desideriamo.
Se{x,} € una tale estratta, il suo limite¢ € certamente finito perélK e limitato e
appartiene & percte K e chiuso. Ricordando chigx) e continua si ha:

lim f(x) = f(x)
n—oo
ovvero
lim y, = f(X’)
n—oo
ma, essenddy } estratta dgy,}, risulteld convergente allo stessp. Per unicia del
limite si ha dunquey, = f(x9) = f(X*) e, poicle la funzionef(x) e iniettiva, segue
Xo = X*. Abbiamo quindi provato la tesi peretogni estratta della successidng risulta
convergente al puntgy e pertanto lim.,. X, = Xo. O

Esempio 6.10.La funzione
T
arcsery: [-1,1] — [——, —]
yi[-L1] - |55
€ continua in virtu del teorema appena dimostrato come anche la funarcoesy.

2
invertibile perché strettamente monotona quindi iniettiva. Detta

Esempio 6.11.La funzione f: ]—g,’—f[ — R definita ponendo () = tangx, risulta

f~1(y) = arctang/ : R ]_f, E[

v) YR |55
la funzione inversa, proviamo che & continuainNaturalmente si nota subito che non
sono soddisfatte le ipotesi del teorema precedente. Tuttaviag &i&Ry Proviamo che la

funzione inversa e continua ig.yDetto % l'unico elemento d]—g, g[ tale che {xg) = Yo,
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scegliamas > 0 in modo che{x, — &, % + 6] < |-%.%[ . A questo punto applichiamo il
teorema prendendo come compatto, I'intervallo chiuso e limitato appena costruito e come
funzione, la restrizione di(k) a tale compatto. Dal teorema segue che la funzione inversa
e continua in y e, data 'arbitrarieta di y segue che e continua i

6.4. La continuita uniforme.

Definizione 6.3.Sia f : X ¢ R — R. Diciamo che la funzione f & uniformemente
continua in X se

(6.6) Ye>036>0 : |[T(X)-f(X") <€, VXxe X : X =X'| <§.

Osservazione 6.1Naturalmente la continuita uniforme implica la continuita. 1l concetto
di continuita uniforme e un concetto globale, contrariamente a quello di continuita che e
un concetto locale.

In generale una funzione continua neainiformemente continua.

Esempio 6.12.Consideriamo la funzione fR — R definita dalla legge fx) = x2. La
funzione e continua in tutti i punti del suo campo di esistenza ma non € uniformemente
continua. Infatti, supponiamo per assurdo che sia uniformemente continua e $iano x

X, X" = x+%. Siha:

6.7 [f (X —fX”I:IX’Z—X”2|:§2x+§ — +00
( 2 2

se X— +oo contro la definizione di uniforme continuita.

Vediamo tuttavia qualche caso in cui sigpaffermare che la continditpuntuale implica
guella uniforme. Il primo caseé quello in cui la funziond e continua in tutti i punti di
un insieme compatto. Per fissare le idee diamo la seguente

Definizione 6.4.Sia f: [a,b] — R. Diciamo che l'intervallo[a, b] si pude—suddividere

se e possibile decomporre l'intervallo in un numero finito di sottointervalli a due a due
privi di punti interni a comune, in modo tale che 'oscillazione della funziofpé ristretta

a ciascuno di essi risulti minore di un assegnato numero positivo

Il risultato che segue risulta utile per il teorema successivo.

Lemma 6.1. Sia f : [a,b] — R una funzione continua e sia> 0. Allora l'intervallo
[a, b] si pude—suddividere.

Dimostrazione Siae > 0 fissato e sia
(6.8) A={a€]lab] : [a a] sie — suddivide .

Se proviamo ché = [a, b] abbiamo dimostrato il teorema. Per prima cosa proviamo che
'insieme A none vuoto. Ricordiamo che la funziorfee continua in tutti i punti dig, b]
ed in particolare I@ nel puntaa. Cio significa che

(6.9) Ve>036>0 : Vxe [a,a+5[|f(x)—f(a)|<g.
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Da cio segue immediatamente chexsex” € [a, a + [ allora

(6.10) [E0X) = (X < [f(X) = f@) + [f(X") - f(a) < e
e quindi

(6.11) sup |f(X)-f(X") <e.

as<x ., X’<a+o
Osserviamo ch@é e un insieme limitato in quanto contenuto nell'intervallplj] chee a
sua volta limitato. Sia dunque= supA e proviamo ch& = maxA. Usiamo il fatto che
la funzionef e continua nel punto e che il puntcc € I'estremo superiore di. Si ha:

(6.12) Ye>03d6>0 : Vxe[ab], : [x-c <4, |f(X)—f(c) <e.

Per la seconda propreetell’estremo superiore esigte Atale chec—6 < 8. L'intervallo
[a,B] si e=suddivide percbs € A mentre I'intervallo B, c] si e—suddivide perchgs €]c —
6, ¢[ e quindi anche l'intervallod, c] si pud e—suddividere. G prova ches € un elemento
di A e quindi il massimo. Per concludere la dimostrazione proviamach®. Se fosse
¢ < b, dato il § della continui& nel puntoc avremmo che lintervallod, 3] si potrebbe
e—suddividere per ogri €]c, ¢+ §[. Infatti, I'intervallo [a, c] si e-suddivide perolc € A
e l'intervallo [c, 8] si e—suddivide peroh la funzionee continua inc. Naturalmente, @
va in contrasto con il fatto chee il massimo diA e quindic = b da cui la tesi. O

Come conseguenza di questo risultato abbiamo I'importantissimo

Teorema 6.9(Cantor) Ogni funzione continua in un insieme compatto € ivi uniforme-
mente continua.

Dimostrazione.Supponiamo, per sempliaitche la funzione sia continua su un intervallo
del tipo [a, b]. in virtu del teorema precedente sappiamo che, comungue si assegni un
numero positivee, l'intervallo si pw e—suddividere. Proviamo che la funziogeuni-
formemente continua im[b]. Chiamiamoé la massima delle ampiezze degli intervalli

in cui [a, b] si suddivide. Siane/, X’ due punti dell'intervallo &, b] tali che|x’ — x| < 6.

Se entrambi appartengono allo stesso intervallo di ampiezza non supeiose Fea:

[f(x') = f(X")] < 5 < € per il teorema precedente. Se invece i punti appartengono a
due intervalli adiacenti del tipo precedente (non ci sono altre posa)ilifora, dettoc il

punto comune ai due intervalli, risulta
(6.13) 1£0X) = FOAN < 1F(X) = TG+ 1F(X7) = F(X)] < €.

Un altro caso in cui la continuitimplica la continué uniformee il seguente:

Teorema 6.10.Sia f : [a, +oo[— R una funzione continua. Supponiamo che f ammette
asintoto obliquo o orizzontale per % +oco . Allora f € uniformemente continua in

[a, +oof.

Dimostrazione.Proviamo la tesi nel caso che I'asintoto sia obliquo ov\ae#0. Il caso
a = 0 e ancora pi semplice. Per definizione di asintoto obliquo, possiamo scrivere,

(6.14) f(x) =ax+b+0(1), X — +00.
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La funzionep(x) = f(X) — ax & convergente all'infinito e quindi possiamo applicare il
criterio di Cauchy sulla convergenza.

(6.15) Ye>030>0 : |p(X)—p(X) <e, YX,X'>p.

Proviamo la definizione di uniforme continaitFissata > 0,distinguiamo tre casi:

1. Supponiamo!, X” appartenenti all'intervallod, o]. In tal caso la tesé acquisita
per il teorema di Cantor.
2. Supponiama/, X" > . In tal caso, dallg(6.15) si ha:

’ 1 ’ " ’ ' €
1F(X) = £(X)] < le(X) = o(X")] + [alIX = X"| < S Tlad<e

pur di scegliere < 5.
3. X < p mentrex” > p. Questo caso si prova facendo uso dei due precedenti.
m|

Un altro caso semplice ma interessante in cui la confinpitntuale implica quella
uniformee il seguente:

Teorema 6.11.Sia f :]a,b] — R ivi continua. Se f e convergente sexa* allora f e
uniformemente continua i, b].

Dimostrazione.Visto che la funzion& convergente possiamo prolungarla per contnuit
a tutto fa, b] e quindi applicare il teorema di Cantor. O
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7. CaLcoLo DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DI UNA VARIABILE

Sono molteplici le circostanze nelle quali, piuttosto che misurare valori di una grandez-
za, interessa valutare la rapaliton la quale tale grandezza varia nel tempo. Per questo
occorre valutare la variazione della grandezza in esame rispetto alla variazione di tempo.
Cio e matematicamente espresso attraverso il concetto di derivata. Vediamo rigorosa-
mente di precisare tuttoi

7.1. Definizione di Derivata e prime proprieta.

Definizione 7.1.Sia f:]Ja,b[— R, Xo €]a, b[. Allora esistes > 0 : X+ h€]a, b[, Y0 <
Ih| < 6. Se esiste finito il
. f(xo+h)-f(x) _
im, h = "00)
diciamo che la funzione f e derivabile nel puntped il valore del limite si chiama
derivata della funzione f nel punt@.x

Da semplici considerazioni geometriche si ottiene subito il fatto che la derivata di una
funzionef in un puntoxg € il codficiente angolare della retta tangente al grafico della
funzione f nel punto di coordinatexg, f(xp)). Lequazione della retta tangengequindi
y = f(x0) + ' (X0)(X — X0).

Dire che la funzion& derivabile nel puntag equivale a dire che

f(Xo + h) = f(X) + hf'(x) + o(h), h— 0.
ovvero,
f(X) = T(X0) + (X — %) f'(X0) + 0(X = Xo), X — Xo.
Nel caso in cui il rapporto incrementale ha un salto nel pxgtdiciamo che la funzione
presenta un punto angolosoxg Se invece i limiti destro e sinistro del rapporto incre-

mentale sono infiniti al tendere diad X, allora diciamo che ha una cuspide nel punto
Xo-

Esempio 7.1.f : R — R, definita mediante la legge(X) = k, Vx € R & derivabile in
tutti i puntidiR erisulta f(x) =0 VYxeR.

Esempio 7.2.f : R — R, definita mediante la legge(X) = X", Vxe Rconne N e
derivabile in tutti i punti diR e risulta f(x) = nX*! V¥xeR.

Infatti,
n n N n n -
f(xo +h) - f(x0) = Z(k)xo Pk — xp = Z(k)xo “hf
k=0 k=1
e quindi
im h ‘Lokzlkxo ' =n%

Esempio 7.3.La funzione f:]0, +oo[— R, definita mediante la legge(X) = x*, VxeR
cona > 0 & derivabile in tutti i punti dij0, +oo[ e risulta f/(X) = ax*t V¥x €]0, +ool.
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Infatti,
Fo+h) - f(x)  (o+hr—x  (1+£)' -1
7. h - h =%,
1+0)' 1
— Xg—l( + Xoﬂ) N G,’Xg_l.
Xo

Esempio 7.4.La funzione f: R — R, definita mediante la legge(X) = a*, VYx e R

con a> 0,a # 1 & derivabile in tutti i punti dR e risulta f'(x) = a*loga Vxe R.
Infatti,

f(xo+h) — f(xg) aoh—ax a'-1

— X0 Xo
h H =a " — a®loga.

Esempio 7.5.Sia a> 0, a # 1. La funzione f:]0, +oo[— R, definita mediante la legge
f(x) = log,x, VX €]0,+oco[ & derivabile in tutti i punti di]0, +co[ e risulta f(x) =
1 v¥x€]0, +ool.

(7.2)

xloga
Infatti,
- | h) — |
(7.3) ot -100) 00,(% + ) — 107, %o
h h
1 log(o+h)—logx, 1 bml+%)% 1
" loga h " loga h Xploga’

Esempio 7.6.La funzione f: R — R, definita mediante la legge(X) = senx, VYxeR
e derivabile in tutti i punti diR e risulta f'(x) = cosx Vx e R.

Infatti,
f(xo+h)— f(x) sengo+h)—senx, senxgcosh -+ cosxgsenh— senxg
h h h
1- cosh senh

Esempio 7.7.La funzione f: R — R, definita mediante la legge(X) = cosx, VYxeR
e derivabile in tutti i punti diR e risulta f'(x) = —senx VxeR.

Infatti,
f(xo+h)— f(X) cosfk+h)—cosxy, C0oSxgcosh— senxysenh— cosxg
(7.5) = =
h h h
1-cosh senh
= — COSXg H - senxoT — —Senxp.

Teorema 7.1.Sia f :]Ja,b[— R, sia % €]a, b[ e sia f derivabile nel puntogxAllora f &
continuain x.

Dimostrazione.Infatti,
76) 0 - () = 20— )

v— (X=X0) = '(x)-0=0.
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Osservazione 7.1l teorema non € invertibile. Infatti basta considerare la funzione
f(x) = x|, nell'origine.

Definizione 7.2.Sia f :]a, b[— R una funzione derivabile in un puntg x]a, b[. Dalla
definizione di derivata si ha immediatamente che esisteRA

f(xo+h) = f(x) + Ah+o(h), h— 0.

La funzione lineare : R — R definita mediante la leggg(h) = A-h, si dice dfferenziale
di f nel punto % e siindica on il simbolo d.f

Osserviamo che, dalla definizione di derivata siAa: f’(xg) e che viceversa, se vale
la formula la funzione derivabile inxy. A volte, per comoda, si usa scriverb = dxe
quindi

f(Xo +dX) = f(X) + T'(Xo)dXx+ o(dX).
Mettiamo in relazione il concetto di derivabdite quello di diferenziabilié.
Proposizione 7.1.Sia f :]a, b[— R una funzione dferenziabile in un puntogxe]a, by.

Allora f e derivabile in x e risulta L(x) = f’(X)(X — Xo). Viceversa, se la funzione &
derivabile in x allora essa e anche flerenziabile.

Dimostrazione.Supponiamo la funzione filerenziabile inx,. Si ha:

f(Xo+h) - f(X)  f(x+h)—f(x) - f'(X)h
h B h
Il viceversae ovvio. O

(7.7) + f'(X0) = f'(Xo) .

7.2. Algebra delle derivate. Note le derivate di alcune funzioni elementari e noto |l
legame tra I'operazione di derivazione e le altre operazioni aritmetchessibile calco-
lare le derivate di qualsiasi altra funzione. Queasto scopo del presente paragrafo.

Teorema 7.2.Siano g :]a b[— R, e supponiamole entrambe derivabili nel pungoex
]a, b[. Allora:

1. la funzione f+ g e derivabile nel puntoge risulta
(f +9)'(x0) = f'(X0) + g (%),
2. la funzione f- g & derivabile nel puntoge risulta

(f - 9)' (%) = f'(X%)9(X%0) + F(%0)9' (%),
3. selafunzione f e diversa da zero inexderivabile nel puntogallora la funzione

2 & derivabile e risulta
1Y - F(x0)
(?) 00) = ~Fa(g)
Dimostrazionelmmediata dalla definizione di derivata. O
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Teorema 7.3.Siaf:]Jabfc R > R, € Xeg:]Jcd cR - R, yo = f(X).
Supponiamo che la funzion€xj sia derivabile in 3 e che la funzione(g) sia derivabile
in yo. Supponiamo inoltre che (fa,b[) < ]c,d[. Allora la funzione u: Ja,b[ — R,
definita ponendo (x) = g(f(x)), ¥x € ]a, b[ risulta derivabile nel punto xe si ha:

U'(Xo) = 9'(f(X0)) - F'(xo).

Dimostrazione.Dimostriamo il teorema ricorrendo alla definizione di derivata. Calco-
liamo cicé il limite del rapporto incrementale relativo alla funziong) nel puntoxo.

Poniamo
9()-9(¥o) .
. Y*FYo
Yy =9 "
g (Yo) Y = Yo.
La funzioney risulta continua perdhla funzioneg € derivabile ed inoltre si ha:

- - . f(x)-f
a0 —u(xi . :EXO) =, V(f(x))%xfx") = (%) F'(%0) = g (F(xa) f'(%0)
chee quanto si voleva. -

Esercizio 7.1.Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:
X%, (senx)°®*, (log x)'°9%, log|X|.

F(x) = serf xlog|x, x#O0;
0, X =0.

13 1 )
() = {(x 1P exp(sent;). x#1;
0, x=1

1 .
F(x) = senxsens, X# 0;
0, X =0.

Teorema 7.4.Sia f :]a, b[— R una funzione continua ed iniettiva che risulti anche deriv-
abile in un punto x €]a, b[. Supponiamo inoltre che’(x,) # 0. Allora la funzione f?!
risulta derivabile in y = f(Xp) e risulta

d

— f—l) =
[a)09= 50
Esempio 7.8.Derivata diarcserx, arccosx, arctangx.

7.3. Teoremi fondamentali del calcolo differenziale.

Definizione 7.3.Sia f : X ¢ R - R, X, € X. Diciamo che la funzione presenta un
massimo relativo nel puntqg, se esisté > O tale che

f(X) < f(X), VYXxe XN Bs(Xp).
Diciamo che la funzione presenta un minimo relativo nel pugtsexesisté > 0 tale che
f(X) < f(X), Vxe Xn Bs(X).
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Teorema 7.5(Fermat) Sia f: (a,b) — R una funzione derivabile in un puntg x]a, b|
nel quale f presenta un massimo o un minimo relativo. Alldgfagj = O.

Dimostrazione Per fissare le idee supponiamo che il puxgaia di minimo. Il rapporto
incrementale della funziong nel puntoxg risulta quindi positivo in un intorno destro di
Xo € negativo in un intorno sinistro da cui la tesi per definizione di derivata. m|

Teorema 7.6(Rolle). Sia f : [a,b] — R una funzione continua ifg, b], derivabile in
]a, b[ e tale che {a) = f(b). Allora esiste ¢=]a, b[ tale che f(c) = 0.

Dimostrazione.Se il massimo ed il minimo della funzione sono assunti sulla frontiera
dell’ intervallo allora la funzione& costante e la conclusio®eovvia. In caso contrario
almeno uno dei due purgiinterno all'intervallo di definizione e quindi la tesimmediata

dal teorema di Fermat. O

Teorema 7.7(Cauchy) Siano fg: [a, b] — R due funzioni continue ifg, b] e derivabili
in ]a, b[. Allora esiste c=]a, b tale che

(f(b) - f(@)g'(c) = (9(b) — g(a)) f*(c).
Dimostrazione.La funzionew : [a,b] — R definita mediante la legge
w(x) = (f(b) — f(&))g(x) — (9(b) — 9(a)) f(X)

verifica le ipotesi del teorema di Rolle. ]

Teorema 7.8(Lagrange) Sia f: [a,b] — R una funzione continua ifa, b] e derivabile
in ]a, b[. Allora esiste ¢=]a, b[ tale che

f(b) - f(a) = (b—a)f’(c).
Dimostrazione Basta prenderg(x) = x nel teorema precedente. |
Osservazione 7.2Se f(a) = f(b) si ottiene il teorema di Rolle.
7.4. Alcune conseguenze del teorema di Lagrange.

Teorema 7.9(funzioni a derivata nulla)Sia f : (a,b) — R una funzione continua in
(a,b) e derivabile in]a, b[. Supponiamo che’fx) = 0. Allora la funzione e costante in

(a b).
Dimostrazione.Siano x;, X, €]a, b[. Proviamo chef(x;) = f(x;). Basta applicare il
teorema di Lagrange alla restrizionefdall’intervallo [x,, X,]. Si ottiene,
(7.8) deelx, X f(x) - f(X) = f(0)(x1 — X) = 0.
O

Teorema 7.1Q(caratterizzazione della stretta monotonfaig f : (a, b) — R una funzione
continua in(a, b) e derivabile in]a, b[. Condizioni necessarie e figienti gfinché la
funzione f risulti strettamente crescentg@b) sono le seguenti:

1. f/(x) > 0Vxe€la,bf;

2. I'insieme degli zeri di f(x) non ha punti interni.
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Dimostrazione.Le condizioni sono necessarie. Per definizione di funzione crescente si
ha:

f(x) - f(x0)

X—=Xo
da cui passando al limite si trov&(Xy) > 0 quindi la 1.

Proviamo la 2. Ragionando per assurdo, si troverebbe un intervallo iri eud quindi
f sarebbe costante in tale intervallo contro l'ipotesi.

Le condizioni sono dfticienti. Sianoxy, X, € (a,b), X; < X. Per il teorema di La-
grange dc €] xq, X[ tale chef(xy) — f(x2) = f/(c)(X1 — X2) < 0. Per concludere dobbiamo
provare chef(x;) < f(Xx). Se fossef(x;) = f(X.) allora, dal fatto chef(x;) < f(X) <
f(x2), YX €]xq, X[ avremmo la funzione costante ir,| x;] contro la 2. O

(7.9) >0, VX% X

Osservazione 7.3Naturalmente un teorema simile e valido per le funzioni strettamente
decrescenti.

Esempio 7.9(Monotonia delle funzioni elementariMediante il teorema precedente si
possono studiare le funzioni elementari e determinare gli intervalli in cui esse risultano
monotone.

Teorema 7.11(Darboux sulle derivate)Sia f :]a, b|— R una funzione derivabile. Siano
A1 = T'(xy), 42 = f'(x). Allora, comunque si assegnicompreso nell’ intervallo di
estremily, A, esiste c=]xy, X[ tale che f(c) = A.

Dimostrazione.Per fissare le idee supponiamp < X, f(x;) < f(x) e 13 < 2,. Con-
sideriamo la funziong(x) = f(xX) — Ax. Siccomeg'(x;) < 0 la funzioneg(x) risulta
decrescente in un intorno di. D’altra parte la funziong(x) € crescente in un intorno
di x; percte g'(xz) > 0. Siaxz € ]Xg, X[ un punto in cui la funziong(x) assume valore
inferiore ag(x;). Per il teorema dei valori intermedi, esiste allora un puat@&]Xs, X[
nel quale la funzione assume nuovamente il valiirg). A questo punto la tesi segue
immediatamente dal teorema di Rolle. ]

Osservazione 7.4Se la funzione ‘fe continua la tesi del teorema e gia nota. Il fatto
importante é che il teorema é valido anche se la funzidrmeoh & continua.

In altri termini:
Corollario 7.1. Una derivata non puo avere punti di salto.

Comunque una derivata puo essere discontinua ma, evidentemente le sue discontinuita
possono essere soltanto di seconda specie come mostra il seguente

Esempio 7.10.La funzione

2 1 .
F(x) = X“seng, X# o;
0, X =0,

e derivabile in tutti i punti ma la derivata e discontinua nell’ origine.
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Infatti, se x# O la funzione e derivabile perché prodotto e composizione di funzioni
derivabili. Studiamo la derivabilita nel puntg x 0. Si ha:

f(x)—-f 1
(7.10) M =xsen- -0
X X
al tendere di x a zero. Tuttavia,
(7.11) limf’(x) = lim 2xsen} - COS}
x—0 x—0 X X

e guest’ultimo limite non esiste.

Definizione 7.4.Sia f :]a, b[— R. Una funzione F]a, b[— R si dice una primitiva di f
se F e derivabile irja, b[ e risulta F(x) = f(X), Vxe€]a, b[.

Teorema 7.12.Due primitive di una medesima funzione in un medesimo intervallo dif-
feriscono per una costante.

Dimostrazione.Si tratta di una ovvia conseguenza del teorema di Lagrange. Infatti la
funzione diferenza delle due primitive ha derivata identicamente nulla. O

Comungue non e detto che una funzione qualsiasi abbia primitive.
Esempio 7.11.La funzioneld non ha primitive.

Dimostrazione.Infatti, se ne avesse andremmo contro il teorema di Darboux sulle derivate.
O

7.5. | teoremi di de L'H opital. In questo paragrafo presentiamo due teoremi che pos-
sono essere utili nello studio di alcune forme indeterminate. Precisamente si tratta delle
forme indeterminate del tipg)e del tipoZ. Si tratta dei ben noti teoremi di de L’'Hopital

i quali permettono di determinare, in alcuni casi particolari, il comportamento di cer-

ti rapporti a partire da informazioni sulle derivate delle funzioni che costituiscono il
rapporto.

Teorema 7.13(I di de L'Hopital). Siano g :]a, b) — R ivi derivabili, tali che

(7.12) lim f(x) = lim g(x) = 0.
X—at X—a*
Supponiamo che'€x) # 0, VX €]a, b), e che esiste
. X =~

(7.13) XIﬁlran 0 eR.
Allora esiste

f(x)
7.14 im——
(7:14) A2 900
ed inoltre
(7.15) jim 29 _ i )

x—at g(X) x-at g(X)
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Dimostrazione.Supponiamo, per fissare le idee, che il limitgin (7.13) sia finito, diciamolo
|. Fissatoe > 0, esiste’ > O tale che

fr(t)
g'(t)
Fissati adessg, y nell’intervallo ]Ja, a + 6[, applichiamo il teorema di Cauchy alla coppia
di funzioni f, g ottenendo che esistec] x, y|[ tale che

fO) - () _ @)
gx)-gy) 9@

Siccome il punt@ appartiene all’intervallo di estremiy, si ottiene

(7.16)

(7.17)

f(x) - f(y)
(7.18) | —e< ——=<l+e,YXy€laa+d[.
90 - 9()
Passiamo adesso al limite per»> a* e quindi,
(7.19) l—e< 8<I+6,Vxe]a,a+6[.
da cui la tesi. Nei casi in cui il limite noa finito la dimostrazione analoga. ]
Teorema 7.14(Il di de L'Hopital). Siano fg :]a,b) — R ivi derivabili, tali che
(7.20) Iin] [f(X)| = Iim+ 9(X)| = +o0.
Supponiamo che'¢x) # 0, Vx €]a, b), e che esistim,_,q+ — ,— € R. Allora esiste
()
K

ed e uguale al precedente.

Dimostrazione.lncominciamo la dimostrazione ragionando come nel teorema precedente.
Supponiamo quindi, per fissare le idee, che il limite del rapporto tra le derivate sia finito,
diciamolol. Fissatoe > 0, esiste) > O tale che

fr(t)
gt
Fissati adessg, y nell’intervallo Ja, a + 6[, applichiamo il teorema di Cauchy alla coppia
di funzioni f, g ottenendo che esistec]x, y[ tale che

f)-fy) _ @)
gx)-gy) 9@

Siccome il punt@ appartiene all’intervallo di estremy y, si ottiene

(7.21)

€la,a+ .

(7.22)

(7.23) | —€e< ;Exi_f((y))<I+e,Vx,ye]a,a+6[.
Da questa otteniamo,
ay) |, f» (X a(y) f(y)
(7.24) (I-¢ [1— g(x)]+ a0 < a0 < [1 ax )]( €) + ——~ a0 ,Yxela,a+d[.
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Passiamo adesso al limite per» a*. Allora,

(7.25) | — € < liminf 1) <lim sup@ <l+e,
x-at g(x) x—at (%)
e, vista l'arbitraried die, si ottiene la tesi.

La dimostrazion& analoga nel caso in cui il limite na@nfinito. O
Osservazione 7.5 teoremi di de I'Hopital non dicono che i due rappord e [%
hanno lo stesso comportamento. Infatti, ad esempio, il rapp@{—@@ﬂ—)’j converge ad. al
tendere di x all’ infinito ma il rapporto delle derivate non e regolare.

Osservazione 7.6A volte € impossibile verificare le ipotesi del teorema. Tentando infatti
di applicare il teorema dell’ Hopital al calcolo di

VX2 + 1
(7.26) lim X
X—+00 X
si trova che il rapporto delle derivate e
X
(7.27) ,
VX2 +1

e quindi non possiamo sapere se le ipotesi del teorema sono verificate.

Tuttavia a volte possiamo ricavare qualche utile informazione dal teorema di de I'Hopital.

Esempio 7.12.
(7.28) im &S _ g
x—0 X
ovvero,
(7.29) arcsel = x+0(x), x— 0.
(7.30) |irgar°tﬂ( —1
X—>
ovvero,
(7.31) arctangx = x+ 0o(x), x— 0.

7.6. La formula di Taylor. Ricordiamo che, se f]a,b[— R € derivabile nel punto
Xo €]a, b[ allora si ha:

(7.32) f(X) = f(x0) + F'(X)(X = X0) + O(X = Xg), X — Xo,
ovvero
(7.33) f(X) = Ti(X) + o(X— Xg), X— Xg

dove T, € un polinomio di primo grado. Anzi, & I’unico polinomio di primo grado per
cui risulti

(7.34) Ti(x0) = T(0), Ti(%0) = f'(x0).

In tal caso diremo che la funziongX) ed il polinomio hanno un contatto di ordine uno
nel punto x.
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Definizione 7.5.Siano fg :]a, b[— R, due funzioni derivabili n volte ifa, b[. Diciamo
che funzioni hanno un contatto di ordine n nel punds& accade che

(7.35) fO(x0) = g(x0), Vj=0,....n.

Visto che e possibile approssimare una funzione mediante la sua derivata, ci poni-
amo adesso il seguente problema: determinare un polinomio avente contatto di ordine
assegnato con la funzione f in un puntgnterno al suo campo di definizione. Poniamo

n
(7.36) To(¥) = >~ aj(x— o),
i=0
con &, ..., a, € R da determinarsi. Siccome
n
(7.37) TOM) = > (i = 1)+ () — k+ Daj(x - x)I ™,
=k
si ha:
(7.38) TOxX) =kKla, k=1,...,n,
e quindi
n£0) .
(7.39) T = 3 0D s,

: J!
j=0

e I'unico polinomio di grado n che ha un contatto di ordine n nel purtoon la funzione
f.

Teorema 7.15(Propried del polinomio di Taylor) Siano fg :]a,b[— R derivabili n
volte in]a, b[, sia % €]a, b[ e siano [ f], Tn[g] i rispettivi polinomi di Taylor. Allora:

1. Tolaf + 9] = aT,[f] + BT.[dl;
2. T[] = Toal ]

Dimostrazione Evidente dalla definizione di polinomio di Taylor e dalla linearitella
derivazione. )

Teorema 7.16(Formula di Taylor) Sia f :Ja,b[— R derivabile n volte in ¥ €]a, b[.
Allora, posto E(x) = f(x) — T,[ f](X), si ha:

1. En(X¥) = o(X = X0)", X = Xo;

2. Nel caso in cui la funzione f e derivabile+l volte, esiste c=]a, b tale che

f(n+l)
En(X) = T (X — Xo)™ ™.

Dimostrazione.Incominciamo dimostrando la 1. Procederemo per induziome Bgaso

n = 1 la tesi coincide con la definizione di derivata. Supponiamo quindi che la tesi risulti

verificata per un certo intem- 1 e proviamo che verificata pen. Applicando il teorema

di de I'Hbpital si ha:

40)  tim QT PO -TIAM) P09 - Toal 1109 _
=% (X=X =X NX=X)"t o N(X— X))

dacuilal.

0
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Proviamo adesso la 2. Fissiamo> Xy. Le funzionig(x) = f(x) — T[f](X) ew(X) =
(x— %)™ verificano le ipotesi del teorema di Cauchy nell'intervalg, k]; esiste quindi
¢, interno a tale intervallo tale che

9¥) _ g
wix) ~ w(e)

(7.41)

Applichiamo adesso il teorema di Cauchy alla coppia di funzgbra w nell'intervallo
[Xo, C1]; esiste allorac, interno a tale intervallo tale che

g’(c;)  g(c)

(7.42) w(c)  wi(cy)

Continuando in questo modo si ottiene una sequenza finita di gt 1 < ... < Cy <
c; tale che

g"Cw) g(c)  gc)  9¥)

(7.43) wWlch ) T wi(e)  wlc) WX’

da cui, sostituendo,

f(X) — Tn(X) _ f1(Chia)

(X = Xg)™1 (n+1)!

chee la tesi cortc = Cy, 1. O

(7.44)

7.7. Applicazioni della formula di Taylor al calcolo dei limiti.

Esercizio 7.2.Calcolare il seguente limite

(7.45) lim

X—0

X
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione e quindi

( SenX) x—senx

(7.46)

_senx
i (senx =

X-senx senx senx
m —~ = I|m ex p lo

X —Senx g X

senx senx
o (X_ ) + o(x3)) |Og (1 + T — 1)]

= lim ex
x—0

= I|m exp

senx /senx senx
o 1))

- 6( senx ))

X=% +00d) 1)_1
. -

=limexp
x—0

= I|m exp

o
[
et é(&“u))
|
5
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Esercizio 7.3.Calcolare il seguente limite
1 1/x
(7.47) )!Lng)—( ((1 + senx)™” — e) .
L’origine e punto di accumulazione per il campo di esistenza della funzione e quindi

1 1/x T, log (1 + senx)
(7.48) lim = ((1+sem)™ - e) = lim = (exp—=—"———-e

= lim E exp(w — 1) _ 1)
x—0 X X

_im & exp(IOg (1 + senx) — x) ~ 1)
x—0 X X
e senx — X

=lim - (exp( )— 1)
x—0 X X

3
—lim (exp(_x /6) - 1)
x=0 X X

7.8. Funzioni convesse in un intervallo.

Definizione 7.6.Un sottoinsieme X di? si dice convesso se, per ogni coppig P, di
suoi punti il segmento che congiungg P; € contenuto X

Definizione 7.7.Sia f: (a,b) — R. Diciamo che f & convessa (g, b) se I'insieme
(7.49) EPIf) = {(x,y) e R? : xe (ab), y> f(X)}
e convesso. Diciamo che f & concava-g$e2 convessa.

Dalla definizione & evidente che:

Teorema 7.17.La funzione f: (a,b) — R & convessa iffa, b) se e solo se comunque
si scelgono xy € (a,b) i punti del segmento di estremi P (x, f(x)), Q = (y(f(y))
appartengono all'insiem&PI(f).

Osservazione 7.7La definizione ed il teorema precedente si possono tradurre in termini
analitici. La funzione €x) si dice quindi convessa nell’'intervall(@a, b) se,

(7.50) fx+Q-ty) <tf(x)+ (1 -t)f(y), Vte[0,1], Vx,ye (ab).
Lemma 7.1(di convessi). Sia f: (a,b) — R. Poniamo
(7.51) D(x,y) = %;(V) X,y € (ab), X£Y.

Allora f & convessa se e solo se
(7.52) D(X,2 <DO(XY) <D(zy), VYxVy,ze(ab), x<z<y.
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Dimostrazionela disuguaglianza
(7.53) D(X,2) < D(X,Y)

e equivalente alla disuguaglianza
y-z X—12Z
(7.54) f(2 < f(x)y_x+ f(y)y_X,

la qualeé la definizione di convessit La disuguaglianza (7.p3) esprime il fatto che il
rapporto incrementalé monotono. Da questo segue quindi di{g, y) < ®(zY). |

Teorema 7.18.Sia f:]a,b[— R convessa ifja, b[. Allora:

1. f e derivabile dalla destra e dalla sinistra in tutti i punti th, b[;
2. f e continua in tutti i punti dia, by[.

Dimostrazione.ll teoremae una conseguenza immediata del lemma di congedaiiatti,

il lemma dferma che i rapporti incrementali sono crescenti e limitati superiormente da
cui la 1. Per provare la 2. basta osservare che la derivalgila destra o dalla sinistra
implicano - rispettivamente - la continait ]

Teorema 7.19.Sia f :]a, b[— R una funzione convessala, b[ e derivabile in x €]a, by.
Allora,

(7.55) f(X¥) = f(x0) + F'(X)(Xx - %0), VX e€]a,bf.
Dimostrazione.Supponiam < z < Xg. Dal lemma di convessit
(7.56) D(X,2) < D(X, X0) < D(Z %), VYzZe]X X[
da cui, passando al limite per X3,

(7.57) (X, Xo) < f'(X0)

ovvero

(7.58) f(X) 2 f(x0) + F'(X0)(X = X0), VX €]a, X[ -
Procedendo in modo simile pgr> Xy otteniamo

(7.59) f() > f(x0) + F'(X0)(X = X0), VX €]Xo, b .

O

Corollario 7.2. Sia f :]a,b[— R una funzione convessaja, b[ e derivabile in almeno
un punto % ed inoltre f(Xy) = 0. Allora il punto % € punto di minimo assoluto per f in

la, bf.
Dimostrazione E una conseguenza immediata della disuguagli (7.55). O

Osservazione 7.8lIspirandoci alla tecnica dicotomica gia utilizzata piu volte in prece-
denza, si puo attuare una procedura che permette la determinazione del punto di minimo.
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Dimostrazione.Supponiamo chd’(a) ed f’(b) abbiano segno opposto;infatti, se hanno

lo stesso segno, il minimo della funzione si trova in uno degli estremi dell'intervallo
[a, b]. Dividiamo lintervallo [a,b] a met e chiamiamod;, by], la parte tale che agli
estremi la funziond’ assume valori di segno opposto. Procedendo in questo modo, come
nel teorema di esistenza degli zeri, troviamo due successioni numeriche, una crescente,
{a,} e l'altra decrescenté,}, entrambe limitate e quindi convergenti. Siccome le due
successioni sono estremi di intervalli la cui ampiezza tende a zero, hanno lo stesso limite.
Detto c tale limite, proviamo chd’(c) = 0. Ricordiamo che una funzione convessa
derivabile dalla destra e dalla sinistra in ogni punto interno all'intervallo di definizione.
Siccome,f’(a,) < 0 ea, < ¢, passando al limite si haf’(c) < 0. Similmente, da

f’(by) > 0, tenuto conto chb, > ¢, sitrovaf(c) > 0 da cui la tesi. |

Osservazione 7.9 Notiamo esplicitamente che, nella dimostrazione precedente, non é
stato usato il fatto che’{c) = 0. Infatti, cio non e gatto necessario per I'esistenza del
minimo, (vedi la funzionk).

Teorema 7.20.Sia f :]Ja, b[— R derivabile in]a, b[. Allora f & convessa se e solo seef
crescente irja, b[.

Dimostrazione Sia f convessa. Proviamo chE e crescente. Siano quindi, X, €
]la, b[, X1 < X. Per il lemma di convessit

(7.60) D(X1, X) < D(Xg, X2) < D(X, X2), VX1 < X< Xo.

Passando al limite per— X; nella diseguaglianza di sinistra si trova

(7.61) /(X)) < O(Xq, X2)

mentre passando al limite per— x; nella diseguaglianza di destra si trova
(7.62) D(X1, %) < T (X%2)

quindi

(7.63) f(x1) < F'(x2) .

Viceversa, sianx < z < Yy tre punti dell’ intervallo f b[. Applicando il teorema
di Lagrange nell’ intervallo %, 7 abbiamo chedc €]x,7 : f’(c) = ®(x,2) e, simil-
mente, applicando il teorema di Lagrange nell’ intervallg/] abbiamo chelc €]z y[ :
f’(d) = ®(zy) e utilizzando la monotonia di’ si trova®(x, z2) < ®(z y) ovvero i rapporti
incrementali sono crescenti in una variabile - fissata I'altra. Allora,

(7.64) O(x,2) = (2 X) < O(y, ) = P(x,y) < D(2Y)
quindi f & convessa. |

Teorema 7.21.Sia f :]a,b[— R derivabile due volte ifja, b[. Allora f & convessa se e
solose f'(x) > 0in]a, b[.

Dimostrazione Infatti, f € convessa se e solo §ee crescente e quindi la tesi. O
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Definizione 7.8.Sia f:]a,b[— R e sia ¥ €]a, b[. Supponiamo che f sia derivabile ig x
oppure il grafico di f presenta tangente verticale nel punfoSe esisté > O tale che f
e convessa ifixg — 6, Xo[ € concava iflxg, Xg + &[ 0 viceversa, allora si dice che il punto
Xo € un punto di flesso per la funzione.

Teorema 7.22.Sia f :]Ja,b[— R derivabile due volte in x€]a, b[. Supponiamo che il
punto % sia di flesso per .fAllora f”(x) = 0.

Dimostrazione.Se in o, Xo + d[ la funzionee concava allord’(x) & decrescente ovvero

f/(x) - f

(7.65) =100 _ o vy g, 30 + o1 .
X—Xo

D’altra parte in kg — 6, X[ la funzionee convessa quindi

/(%) — f'(x0)
7.66 ————>0 -
(7.66) x— x>0 VX €]X0 — 6, Xol
da cui la tesi passando al limite per X. m|

Esempio 7.13.La funzione {x) = x* ha un flesso nell’ origine e"{0) = 0.

Osservazione 7.101l teorema non & invertibile. Infatti, la funziongX) = x* non ha
flesso nell’ origine ma f(0) = O.

Esercizio 7.4.Studiare la concavita e la convessita della funziofe) & xe* in R. La
funzione e derivabile due volte in tutti i punti del suo campo di esistenza. Le derivate
della funzione sono:

(7.67) f(x) = e¥(1-2x0), f7(X)=2xe¥(2x%-3).
Studiando il segno della derivata seconda si deduce che la funzione & concava negli in-

tervalli ]—oo, - %HO \/g[ mentre risulta convessa negli interva}n \/g OH \/g +oo[

Teorema 7.23.Sia f :]a, b[— R, una funzione derivabile n volte iny x]a, b[, con n> 2,
e supponiamo cheM(x)) =0, k=1,...,n—1e f(xy) £ 0. Allora:

1. Se n e dispari, il puntogmon e di estremo relativo per f;

2. Se n & pari e ©(xy) > O allora Xy & punto di minimo relativo per f;

3. Se n & pari e P(x) < 0allora X, & punto di massimo relativo per f.

Dimostrazione Applicando la formula di Taylor arrestata all’ ordimecon il resto nella
forma di Peano otteniamo:

fO(x) | o(x - xo)"

7.68 f(x) - f = (X — Xo)"

(7.68) () = £00) = (=) | — =+ =L =

e passando al limite pet — Xg Si trova che I'espressione entro parentesi quadre ha lo
stesso segno di™(x) da cui la tesi. O

Esercizio 7.5.Dire se l'origine € estremo relativo per la funzionéxf = xsenx— cos X.

Esercizio 7.6.Dire se I'origine & estremo relativo per la funzionéxf = xlog(1— x) +
e -1
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Esercizio 7.7.Studiare il grafico della funzione(X) = xarctang(log x| + log x).
Esercizio 7.8.Studiare il grafico della funzione(X) = x3e*xI.

Esercizio 7.9.Dire quante soluzioni ha I'equazioné x 7*.
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8. SrRiE NUMERICHE

8.1. Serie Numeriche nel campo reale.

Definizione 8.1.Data una succession@,} ¢ R poniamo § = ZTzla,-. La coppia or-
dinata({a,}, {s.}) si dice serie numerica di termine generg} Se la successione - che
chiameremo successione delle somme parzfali-€ regolare indicheremo con il simbolo
Y'm1 @y il suo limite che si chiamera somma della serie.

Esempio 8.1(Serie di Mengoli) Studiamo la serig’; ; f1(++1) Per calcolare g notiamo
che

1 1

pp+1) p p+1

(8.1) ,  VpeR, pz0, p#-1

e quindi
n
1 1 1 1 1 1 1 1
8.2 = —-——=(1-= -+ +|--—|=1-—7 > 1.
8.2) s ;(1 j+l) ( 2)+(2 3)+ +(n n+1) n+1
La serie € regolare ed ha per somra

Esempio 8.2(Serie armonica)Studiamo la seri¢’ ; % Proviamo che la serie e diver-
gente a+co. Notiamo che, essendq a 0, la successione,squindi la serie, & regolare.
Sara allora syficiente provare che una estratta dj & divergente. Si ha:

(8.3)

—1+}+ }+}+}+}+}+}+}+ +i+ + 1 + +i
== 2 \3 4 5 6 7 8 9 16 2141 2"
(8.4)

1 1 1 1 1 n
21+§+ZZ+4§+-~-+2 ?—1+§—>+oo.
Esempio 8.3(La serie geometrica)y;.,q" con qe R.
Seqg=1siha g = n— +oo. Sia percio g+ 1. Ricordando la formula per la somma dei
termini di una progressione geometrica abbiam.o,:sll%‘;n da cui si deduce facilmente
il comportamento della serie. Precisamente si trova che la serie converge se e solo se
Igl < 1edintal caso la sua sommaiéa.

Esempio 8.4.Studiamo la serie

> 1
(8.5) Z; log(1+ ).

La serie diverge positivamente. Infatti,

(8.6) S, = Z log(1+ %) = Z (log(j + 1) - log j) = log(n + 1) — +co.

=1 =1
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Notiamo che per determinare il carattere della serie abbiamo proceduto per via diretta.
Cioe abbiamo espresso in forma chiusa il termine generale della successione delle somme
parziali. In generale, un tale procedimento e da sconsigliare perffeedita di carattere
algebrico. Cerchiamo quindi delle condizioni dalle quali dedurre il carattere della serie
senza essere costretti a manipolare la successigne s

Definizione 8.2(Serie resta) Data una serie numerica;,’; a, € un numero ke N,
diciamo serie resto di ordine k la serie ottenuta da quella data cancellando i primi k
termini ovvero la serié’ ;.1 an.

Teorema 8.1.Una serie ed un suo qualsiasi resto hanno lo stesso carattere.
Dimostrazione.Si ha:

n n
(8.7) sn:a1+~--+ak+Zaj:sk+Zaj
j=k+1 j=k+1

]
Teorema 8.2.La successione dei resti di una serie convergente € infinitesima.
Dimostrazione.Usando le notazioni del teorema precedente abbiamo:

(&) n
(8.8) sz-Zaj:r!m.Zaj:thsn—a(:s—s(
j=k+1 j=k+1

da cui
(8.9) IiIEan = Iirkn s—s=0.

m]
Teorema 8.3.Si ha:
(8.10) Dda =AY a  VA#O0;

n=1 n=1
(8.11) PCELIEDILEDI-I
n=1 n=1 n=1
tranne il caso in cui si presenti la forma indeterminateo — co.
Dimostrazione Basta passare al limite nelle eguaglianze
n n n n n
(8.12) Z/laj :/lZaj, Z(aj +bj):Zaj +ij
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
]

Teorema 8.4.Condizione necessaria effaiente gfinche la serie,’ ; a, Sia convergente
e che
n+p

2@

j=n+1

(8.13) Ve>0dveN : Vn>vVpeN <eg.
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Dimostrazione Basta applicare il criterio di convergenza per le successioni alla succes-
siones,. O

Corollario 8.1. Condizione necessarigfimche la serie) ;. ; a, risulti convergente é che
a, — 0.

Dimostrazione Basta applicare il criterio precedente qoe 1. O

Osservazione 8.1La condizione non e gliciente per la convergenza. Basti pensare alla
serie armonica.

Una classe particolare di serie & costituita dalle serie a termini di segno costante. La
caratteristica di queste serie e di avere la successione delle somme parziali monotona
cosicche tali serie risultano sempre regolari.

Teorema 8.5(di confronto) Siano}.; ; an, >n.q by due serie taliche0 < a, < b, Vne
N. Allora:
1. ,bheR= Y ,aneRedintalcaso}, ;a, < > bn;

Dimostrazione Dall’ ipotesi si ha:
n n [
(8.14) Z a; < Z bj < Z b,
j=1 j=1 n=1

e ricordando che le somme parziali di ciascuna delle due serie sono monotone segue la 1.
Similmente si prova la 2. ]

Teorema 8.6.Sia}’, ; a, una serie numerica convergente a termini positivi. jguna
successione crescente di interi e sjg=bay,. Allora .’ ; b, converge e si hay,;, by <
2in-1 8n.

Dimostrazione.Si ha:

=}
=}

Kn o0
(8.15) bj=>a;<>a<)a VneN

=1 j=1 j=1 j=1
da cui la tesi per monotonia. O

Corollario 8.2. Siano},[’, an, >.nq by due serie a termini positivi che contengano gli
stessi termini. Allora si ha:

(8.16) i an = i b,.

Dimostrazione Basta applicare due volte il teorema precedente. ]

Studiamo adesso alcune condizionff®ienti per la convergenza delle serie a termini
positivi.
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Teorema 8.7(del rapporto) Sia )/’ ; a, una serie a termini positivi. Supponiamo che
esistono e [0,1] ev € N tali che

8.17) A1

<h yn>vy.

Allora la serie converge.

Dimostrazione Dall’ ipotesi si ha:
(818) Akl < hav+k < hzav+k—1 <0 < hkav+1
e quindi la tesi dal teorema di confronto. O

Teorema 8.8.Sia ), ; &, una serie a termini positivi. Supponiamo che esisteN tale
che

(8.19) Al

>1 yn>v,

Allora la serie diverge.

Dimostrazione La successiona, € monotona crescente e quindi noropiendere a zero.
Viene violata la condizione necessaria di convergenza. O

Corollario 8.3 (criterio del rapporta) Sia 3.1’ ; a, una serie a termini positivi. Supponi-
amo che esistim, % =1 eR. Allora:

1. Se |> 1la serie diverge;
2. Se l< 1la serie converge;
3. Se |= 1 nulla puo dirsi.

Dimostrazione La dimostrazion& una ovvia conseguenza del teorema precedente e del
teorema della permanenza del segno. O

Osservazione 8.2Con riferimento al caso 3. osserviamo che la serie armonica e la serie
di Mengoli rientrano entrambe nel caso 3. ma hanno carattere diverso.

Teorema 8.9(della radice) Sia Y. ; a, una serie a termini positivi. Supponiamo che
esistono ke [0, 1] ev € N tali che

(8.20) Va, <h vn> v,
Allora la serie converge.
Dimostrazione.Si ha:a, < h" e la tesie immediata per confronto. O

Teorema 8.10(della radice) Sia )’ ; a, una serie a termini positivi. Supponiamo che
esistev € N tale che

(8.21) Va, > 1 Yn>vy.
Allora la serie diverge.

Dimostrazione.Si ha:a, > 1 e la tesi segue dalla condizione necessaria di convergenza.
i
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Corollario 8.4 (criterio della radice) Sia }’ ; &, una serie a termini positivi. Supponi-
amo che esiste

(8.22) lim{a,=1€eR.

Allora:

1. Sel> 1la serie diverge;
2. Se I< 1la serie converge;
3. Se |I= 1 nulla puo dirsi.

Teorema 8.11(Raabe) Sia '’ ; a, una serie a termini positivi. Supponiamo che esiste

(8.23) Iimn( & _ 1) “lek.
n an+1

Allora:
1. Se |> 1la serie converge;

2. Se |< 1 la serie diverge;
3. Se |= 1 nulla puo dirsi.

Attraverso i criteri del rapporto e della radice si possono studiare le serie il cui termine
generale presenta un tasso di decadimento piu che polinomiale. Falliscono entrambi, ad
esempio, per la serie (armonica generalizzagj) , ni a > 0. Talvolta risulta utile il
criterio di Raabe. Comungue proviamo il seguente risultato dovuto a Cauchy.

Teorema 8.12(di condensazione)Sia )’ ; a, una serie a termini positivi tale ch@ <
an1 < a, Yne N. Allora le serie},”; a, € )., 2"ax hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione.Si ha:
(8.24)

n
O'nszzkazksa1+2{a2+(a3+a4)+(a5+-~-+a8)+---+(a2n_1+1+-~-+a2n)}
k=0
(8.25)
<a +2(sm—a) = —a; + 25

ovvero
on < —ay + 2 VYn e N.
D’altra parte

2n-1
&SSQn_lzZak:a1+(a2+a3)+(a4+a5+---+a7)+-~+(a2n4+~~-+a2n_l)
k=1
<ar+2p+2%n+ -+ 2" an1 = oy

(8.26)

e la tesi segue applicando due volte il teorema di confronto. O
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Usando il teorema di condensazione € possibile studiare la serie armonica generaliz-
zata.

Esempio 8.5.Studiamo la serie

Applicando il teorema di condensazione, gisiente conoscere il carattere della serie
o
> ) a>0
n=0

che e ovviamente noto in quanto serie geometrica. Pertanto la serie armonica generaliz-
zata converge se e solose> 1.
Dal teorema di confronto segue immediatamente il

Teorema 8.13(del confronto asintotico)Siano Y, a, e >, by, due serie a termini
positivi. Sedlim,_, Bﬁn =| > O allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Osservazione 8.3l teorema si puo riformulare nel modo seguente: fe=ao(1), e
b, = 0(1) e & = Ib, + 0(1) allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Adesso, per mostrare l'utilita dei vari criteri di convergenza, studiamo alcune serie
numeriche.

Esempio 8.6.3 5, sent = +oo.
Infatti,

1 1 1
(8.27) sen- = — + o(—).
n n n

Esempio 8.7.3 7, log (1 + Wi) ha lo stesso carattere della serie armonica generalizzata.

Infatti,
1 1 1
8.28 logll+ —|=— —.
( ) og( +na) n“+o(na)
Esempio 8.8.31, serf 3 converge.
Infatti,
1 1 1
(829) Seﬁﬁ = F + 0(@) .
Esempio 8.9. Y, ——2+702 _ converge.
Infatti,
3 +7 2 3 3
(8.30) ¥ + 70+ V2 :—2+o(—2).
M+ V3 +2n2+5n+1 N n
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. K . .
Esempio 8.10.3%, %" k € N, a > 0 ha lo stesso carattere della serie armonica
generalizzata.

Infatti, applicando il teorema di condensazione, la serie data ha lo stesso carattere
della serie

8.31 1
©3 2@

la quale risulta convergente per> 1e divergente se < lindipendentemente dal valore
di k. Notiamo incidentalmente che, come conseguenza della convergenza della serie si ha:

k
(8.32) jim 129" _

n—ooco N¢

0.

2n—1

Esempio 8.11.3 , (1 + &)™,

E una serie geometrica di ragiorﬁl + e ) e quindi converge se e solo se il modulo
della ragione & minore dlL ovvero, peix| > +/log2
Esempio 8.12.3, %

La serie diverge. Irnwfatti, aplicando il criterio del rapporto si trova

n+1 (&) (1 X %) s @0 (O + DY

(2) o (N2 (2n + 2)!
_ 1\"  (n+1)p
(8:33) - (1 " ﬁ) en+Hn+2) 7

Esempio 8.13.37,

(n!)Zl
La serie converge. Applicando il criterio del rapporto si ha:

(n+1)™1  (nN)? .

(8.34) GESDES:

0.

Esempio 8.14.3,7, &;
La serie converge. Applicando il criterio del rapporto si ha:
(n+1) n" _( n )” 1

—~ - (— <1,
(n+ 1)+ nl n+1) e

(8.35) =

Esempio 8.15.32 755 = 3;
Infatti, ragionando come nel caso della serie di Mengoli si ha:
1 1 ( 1 1

(8.36) -1 2\zn-1 2n+1

), YneN

e quindi

1 1 1
(8.37) %_E(l_Zn_l)_)?
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2
Esempio 8.16.2;°z1n_§n(1+ %)n ;
La serie converge. Infatti, applicando il criterio della radice si ha:

1 1\"
(8.38) (1+ _) S5,
3+n n 3

Esempio 8.17.3 7, (Iog2 X —log x)n, x> 0;

La serie & geometrica di ragione g (log® x — logx) e quindi converge se e solo se
lgl < 1 ovvero per x< 7"
Esempio 8.18.%;, (1 - log(1 - %))Zn it

Posto g= 1-log (1 - %) , applicando il criterio del rapporto si ha che la serie converge
selql < 1.

. o x2n p\arctang
Esempio 8.19.3°7, (1 + = ;
Usando il criterio del confronto asintotico si vede che la serie ha lo stesso carattere
. 00 2n f . . . . . . . . .
della serie};;”; . Quest’ ultima serie si studia poi con il criterio della radice trovando

che converg&'x € R.
Esempio 8.20.3>, (1 +EH n_12) X",
Applichiamo il criterio del rapporto.
1 1 1 2n+2 1
(1+‘_‘+m+ﬁ+(”+1)2)xn+ :(1+ . ]x2—>x2

1 1
(1+%{+...+n_12)x2n 1+71+'”+?

(8.39)

e quindi la serie & convergente se e soldxse 1.

Esempio 8.21.30 ) -
La serie converge. Infatti,
1 1

<= Yn> 2.
nlogn n2

(8.40)

Esempio 8.22.37, o Confrontiamo con la serigly, o= Infatti, ricordando che
;‘—i — 0 si deduce che, almeno definitivamente si ha:

1 1
<
nlogn ~ logn!

(8.41)

e quindi la serie data diverge.

Esempio 8.23.3 7, ”Z—W‘ (confronta conn—%,.)

8.2. Serie a termini di segno non costante.

Teorema 8.14.Sia data la serie}’;’ , a,b,. Supponiamo chepb> by,; — 0 ed inoltre
esista M: A, = |X,aj| < M ¥n e N. Allora la serie ;7 anb, converge.



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 71

Dimostrazione.Proviamo che la serie converge verificando il criterio di Cauchy. Ricor-
diamo cheb, — 0 ovvero che

(8.42) Ye>0dveN :¥Vn>v = O<by<e

e quindi, sen > v, p€ N, si ha:

n+p

Z akbk = anbn +--t an+pbn+p
k=n

= (b — bpe1) + (@n + Ane1) (Pnes — Bni2)+

+(an + a1 + @ne2)(Pniz = Prig) + -

+ (@8 + 8n1 + Ani2 + -+ + Angp-2) (B p-2 — Bnip-1)

+ (A + @ns1 + iz + -+ Anip-1)(Onip-1 — Bip)

+ bnip(@n + @nes + Bz + 0+ + @nip-a) -
Usiamo adesso il fatto che le somme parziali della prima serie sono uniformemente
limitate dal numerdv ed otteniamo

n+p

Z axhy
k=n

e la tesi segue subito dalla (8]42). O

(8.43) < Mb,

Teorema 8.15. Supponiamo che la serig ,a, sia convergente. Sia inoltre,tuna
successione monotona e limitata. Allora la se€Yjg , a,b, € convergente.

Dimostrazione.Supponiamo, ad esempio, che la succesdipiséa decrescente e chiami-
amol il suo limite. Applicando il teorema precedente si ha che la Sgfig an(b, — I).

Dal fatto chea,b, = an(b, - 1) + a,l la tesi si ottiene applicando il teorema precedente alla
serie

(8.44) D an(ba-1).
n=0

Come corollario si ha il seguente criterio di convergenza di Leibniz.

Teorema 8.16.Sia data la seri€’; ,(—1)"a, tale che:0 < a,,1 < a,, a, — 0. Allora la
serie e convergente.

Osservazione 8.4Nelle stesse ipotesi del teorema appena dimostrato si ha:

(8.45) |s— s, < Mb,, Yne N,
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Dimostrazione Infatti,

+00 k
|S—sil = Zn ajb;| = Iirkn Znajbj
i= i=
= lim [an(bn = Bni) + (80 + @ne2) Onea = bne2) + - 4+ (Bkr = D) (@0 + -+ + &)
+bw(@n + - - + &)l
(8.46)

< Mby, YneN.
e, nel caso del teorema di Leibniz la disuguaglianza prende la forma seguente
(8.47) |s— sl < by ¥YneN.
o

Definizione 8.3.La serie}’; ,a, Si dice Assolutamente convergente se la sgfig |a|
converge.

In generale convergenza e convergenza assoluta non sono equivalenti. Infatti, si ha:
Teorema 8.17.Una serie Assolutamente convergente & convergente.

Dimostrazione Poniamo

(8.48) a;:|an|+an, aazlanl—an'
2 2
Osserviamo che
(8.49) O<a, <lal, 0<a, <la
ed inoltre,
(8.50) an=a, -8, lal=a5+a,
e quindi, le serie} ) at, > 5@, risultano convergenti in quanto a termini positivi e
maggiorate dalla serig > [an|. o

Esempio 8.24.La serie};, (_;)n e convergente ma non assolutamente convergente.

Teorema 8.18.Sia )., a, una serie tale che a= b, + o(c,) dove la serie},;>, b, €
convergente mentre la serjg ; ¢, € assolutamente convergente. Allora la sgrig, a,
risulta convergente.

Dimostrazione.Per ipotesi si haa, — b, = o(c,) e quindi}} ,(a, — b,) € assolutamente

convergente, quindt;; a, = > 1(&8n — by) + X0, by cOnverge. O
Esempio 8.25.La serie
(o8] nn
8.51 1)
(8.51) ZO( i

€ convergente.
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Infatti,
(8.52) VYneN, 36, €0,1[: n! = n"e" V2zrneg ®/1
e quindi
n" 1 6 1 1 ( 1)n (- 1)”9n 1
8.53) 1)"— = (-1)" 1-—+o|=]|= +0
da cui quanto germato perché la serie
o (1)
(8.54)
2
e convergente per il teorema di Leibniz mentre la serie
(=1)"n
(8.55) Z =
e assolutamente convergente.
Esempio 8.26.La serie numerica
o (1
(8.56)
2

€ convergente.
Infatti, ricordando la relazione

— =) ()", JtI<1,
1+t e

si ha:

1 _ ([ 1 _(—1)“(1_(—1>”+0(1))
n

e o VR N PR G R W
n
NG 1
ol

8.3. Proprieta associativa e commutativa.

Definizione 8.4.Sia data la serie} ; a,. Sia{k,} una successione di interi crescente.

A partire dalla serie data possiamo costruire la successione lﬂl kg4

a; e la serie

>'m1 bn. Diciamo che la serié’,’ ; a, gode della proprieta associativa se la sepig ; by,
converge per ogni scelta possibile della successiégesd inoltre}. >, by = 3077 an

Esempio 8.27.La serie}; ,(—1)" non gode della proprieta associativa.
Infatti,

1=1+ ) ((1"+ ()™ # ) (FD"+ (-1 =0
n=1 n=0
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Teorema 8.19.0gni serie regolare gode della proprieta associativa.

Dimostrazione.Infatti la successione delle somme parziali della sg}jg, b, & una es-
tratta della successione delle somme parziali della $&fieay,. o

Definizione 8.5.Diciamo che la seri&’; ; b, € un riordinamento della serig; ; a, se
esiste una corrispondenza biunivocaly — N tale che: i = a;, Yne N,

Definizione 8.6.Diciamo che la seri&’ ; a, gode della proprietd commutativa se ogni
suo riordinamento & convergente e la somma di tutti i riordinamenti € uguale alla somma
della serie data.

Teorema 8.20.0gni serie assolutamente convergente gode della proprieta commutativa.

Dimostrazione.ll teoremae stato ga provato nel caso delle serie a termini positivi. Sia
Y1 an la serie in questione. Poniamo
a, = maxXan, 0}, a;, = max-a, 0},
e analogamente,
by = maxb,, 0}, b, = max-b,, 0}.
Si ha:
0<a, <lal; 0<a, <layl

e quindi dall'ipotesi segue che le sen&’ af, > ,a; sono entrambe convergenti.
Essendo queste ultime a termini positivi possiamo dire che

Yoi=Ya  Ym=Ya
n=1 n=1 n=1 n=1

Allora, per diferenza, converge anche il riordinamento e si ha:

chee la tesi. O

Teorema 8.21(Riemann - Dini) Sia ) ;’; a, una serie convergente ma non assoluta-
mente convergente. Allora assegnati ad arbitio< 8, @, € R & possibile costruire
un riordinamento della serie data tale clheg siano rispettivamente massimo e minimo
limite per la successione delle somme parziali delle serie riordinata.

Dimostrazione.Si ha:

+00 +00

PILEPILERSS

n=0 n=0
SianofP;} e {Q,} rispettivamente i termini positivi ed i moduli dei termini negativi della
serie data nello stesso ordine in cui si presentarg.iiy a,. Naturalmente,
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Adesso assegnamo due succesdiofl, {8} tali che
an — a, Bn — B.
Siamy il minimo intero tale che
Pi+Pa+---+ Py > B,
e siak; il minimo intero tale che
PitPotoo 4 Py = (Qu+ Qo+ + Q) <an
In maniera simile si determinano i numem, ks, ..., m,, k,. Posto infine
Xn=P1+Po+ -+ Py —(Q1+ Q2+ -+ Q) + Prys1+ P2+ -+ P,
—(Quir + Quez + -+ Q) + -+ + Pmys1 + P2 + -+ + Py,

Yn=P1+Ppt-+ P —(Qu+ Q2+ -+ + Q) + Pmpe1 + Pz + -+ + Py,
—(Qus1+ Q2+ -+ Q) + - + Py st + P2 + -+ + Py,
(8.57) - (an71+1 + Q2+ + an)
Sfruttando la minimaléd dei numerim,, k, si ha:
[Xn = Bnl < Py,
(8.58) Yo — anl < Qg
e, passando al limite per— oo, si ottiene la tesi. ]

8.4. Serie Prodotto secondo Cauchy.

Definizione 8.7.Date due serie numerichg, oan, >...bn chiamiamo serie prodotto
secondo Cauchy - o prodotto di convoluzione - la serie in cui il termine generale ¢ il
prodotto delle rispettive somme parziali, ovvero

n=0 \ k=0
In generale la serie prodotto di sue serie convergenti non € convergente come mostra il
seguente

Esempio 8.28.La serie} ), F e convergente per il teorema di Leibniz. Mostriamo

che la serle(Zn:O %) non lo e. Il termine generale della serie prodotto é:

N 1
= )Z Vin—k+D)K+1)

Per provare che la serie prodotto non converge mostriamo che il valore assoluto del
termine generale non tende a zero. Infatti,
n

o1
g\/(n (k+1))(k+1) Z\/(nT Zn+1:1‘

k=0




76 G. DI FAZIO

D’altra parte ci sono i seguenti risultati:

Teorema 8.22.(Mertens) S&. ,an, X.nobn SONO due serie delle quali una converge e
I'altra assolutamente convergente allora la serie prodotto e convergente.

Teorema 8.23.Se} s an, Xno bn SONO assolutamente convergenti allora la serie prodot-
to & assolutamente convergente.

Esempio 8.29La costante di Eulero - Mascheronifonsideriamo la serie

(1 n+1
8.59 ——log——| .
(8.59) Z; (n 0g— )
Usando la formula di Taylor arrestata al secondo ordine si ha:
1 n+1 1 (1 1 1 1 1
8.60 Z _log—==-_|Z-— ) | el
( ) n 9 n n (n 2n2+0(n2)) 2n2+0(n2)
e percio la serie converge. Inoltre
n
1 k+1
(8.61) S$i= ) —— IogL = H,-logn
ik k

e quindi, chiamandg la somma della serig (8.59), otteniamo che la ridotta della se-
rie armonica diverge logaritmicamente. La costantesi chiama costante di Eulero -
Mascheroni. Non & noto se si tratti 0 no di numero razionale.

(8.62) im 29" _ jim 1—(1—|0|_?n):lim q_ Hn—logn

n—oo n N—oo n nN—oo Hn

Possiamo studiare la serie

& <1
(8.63) > y =y .

n:ln 1+ s+t

Dal fatto che

nHn

1
nlogn

segue che la serie da studiare ha lo stesso carattere della,@é;‘tgeTgn che e divergente
e si vede facilmente attraverso il criterio di condensazione.

=1

(8.64) lim

n—oo

Esempio 8.30.Studiamo la seri¢’;’,(—1)"a, dove

1 N 1 N 1 N i Z
1-n 2-(n-1) 3-(n-2) -1 k(n - k+1)

an:

Dimostrazione.Si ha:

1 1 1 1 1 Hn
= 1+ 2+ -+ -+ 24— 4+...41l=2
&= n+1Z( n- k+1) n+1(+2+ hThRThAo1” +) n+1
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e quindi la serie data

(-1)'——== ) (-1)'A.
nZ:; n+1 nzzll

Verifichiamo le ipotesi del teorema di Leibniz. Ricordando ehe- logh — vy segue

_ Hy Hp-logn logn

An_n+1_ n+1  n+l

Verifichiamo adesso la decrescenzaAgdi Con semplici calcoli si vede che la disug-
uaglianzaA,,; < A, € equivalente alla disuguaglianza

n+1 1
Hn(l‘m)>m

— 0.

chee vera perceH, > 1. La serie quindi converge per il teorema di Leibniz. Inoltre la
serie risulta assolutamente divergente perch

Hn H
lim &L — |im —~ =1« 0.
nooo 109N noe Iogn

n+1

O

Esempio 8.31.Studiamo la seri¢’; ;(n—senn) (% — sen%) . La serie e a termini positivi.
Applicando la formula di Taylor, si trova

quindi,

n n2
da cui segue che la serie data & convergente.

(n—senn) (% - sen}) = o( 1)

8.5. Una osservazione sui numeri reali.Sia » € R, supponiamo > 0 per fissare le
idee. Poniamo G= {0, 1, ..., 9}. Come sappiamo esiste un unico numege@, tale che
Co < X < Cp + 1. Adesso cerchiamo G C tale che

Cl Cl +1
— <
Co+ 10_x0<Co+ 10
Portando a forma intera si trova che
Xo—10Cy — 1< Cy < X — 10C,

e C; € unico per le proprieta del numero parte intera. Abbiamo quindi

Q1EC0+(1:—8SX0<00+%+1—10=(11+1—10-
Cerchiamo adesso= C tale
C, C+1
ql+W3x0<q1+ 17
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Procedendo come prima si trova un unico nhumero con i requisiti richiesti. Continuando
in questo modo abbiamo

ZlOJ_XO Zl_()l+_ Yne N

da cui, passando al limite per#> o si trova che

=

Xo= )

410"
In questo modo i numeri reali si possono vedere come particolari serie numeriche. Ogni
numero reale & somma di una serie di numeri razionali, ovvero si rende concreta I'af-
fermazioneQ = R. Inoltre se si vuole costruire una successione di numeri razionali
convergente al numerq,asta prendere la successione delle somme parziali della serie

ottenuta. In particolare, dalla serie si pud spiegare la regola della frazione generatrice.
Per esempio, vogliamo convertire in frazione il num@,re. Si ha:

1 1
0,3= =3 =,
Z 100 Z:(10) 101 3
Convertiamo in frazione il numem 34. Si ha:
— — o 3 4 o 1 4
2,34=2+0,34= 2+Zﬁ+ o _2+3; T +; o

3 3 1 1 1 232
(8.65) =2+ E 10@ Z 100" 101— o 41001_ o 99’

8.6. Serie a termini complessi.ConcIudiamo guesto capitolo sulle serie numeriche con
un breve cenno alle serie numeriche a termini complessi. Sia glagdina successione

a termini complessi. In modo simile a quanto fatto nel caso reale costruiamo la succes-
sione delle somme parziali chiamiamo il suo limite <dr somma della serie. Si pone
dunque

00 —1
S= Zanzli nz:ak
n=0 k=0

E immediato il seguente

Teorema 8.24.La serie ), ,a, converge ed ha per somma il numero s se e solo se
le due serie realiy,;’,Ra, e X, Ja, sono convergenti rispettivamentelis, Js. In

modo simile si da la nozione di serie assolutamente convergente. Diciamo cioe una serie
assolutamente convergente quando converge la serie dei moduli.

Teorema 8.25.Una serie assolutamente convergente e convergente e si ha:

(o8]

i Bl < ) faul.
n=0

n=0
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Dimostrazione.Poicte |Ra,|, |Ja,| < |a,| si ha la convergenza della serie delle parti re-
ali e della serie delle parti immaginarie da cui la convergenza della serie. Inoltre, dalle
disuguaglianze

O

Esempio 8.32.La serie geometrica Studiamo la sedi’ ,z", z € C. La serie converge
assolutamente pdg < 1 e non converge pegegl > 1 perche il termine generale non e
infinitesimo.

Esempio 8.33.Studiamo la serig’; ; % z € C. La serie converge assolutamente per
|zl < 1 e non converge per > 1 perche il termine generale non € infinitesimo. Studiamo
la serie per|z = 1. Posto z= €“, la serie da studiare diventay , %9. Applicando il
criterio di Cauchy - Dirichlet si trova che la serie converge qualunquesta2kr, k € Z.

8.7. Lesponenziale complessoStudiamo adesso una delle funzioni piu importanti di
tutta la Matematica. La funzione esponenziale complessa.

Definizione 8.8.La serie

gk
2N

1l
o

(8.66)

n

e assolutamente convergentednPoniamo per definizione

= 2
(8.67) eZ:ZH VzeC.
n=0
Teorema 8.26.Si ha
Z n
(8.68) Iim(l ; ﬁ) ¢ VvzecC.
n

Dimostrazione Proviamo che

Ye>03dn,eN: ¥Yn>n, =
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da cui poi facilmente si deduce la tesi. Fissate C sianoze C, me N : |Z < || < m.
Applicando la formula di Newton,

MR SNEYHE

|
k=0 k! n k=0 k=0

&
Zﬁ(l (- k)'nk)

(8.69)

c(n K)

PN 'Z' (k) + Z @c(n K=1+1l.
% K

k!
=2 k=2 k=m+1
Per quanto riguardd abbiamo:
m+1 2 n-m-1
|Z|— 1+ |Z| + |Z| + .-+ |Z|—
(m+1)! m+2 (m+2)(m+3) (m+2)---n
|Z|m+l > ( |Z| )J _ |Z|m+1 1 - |ZO|m+1

(m+ 1)! 3 m+ 2 (m+ 1)! 1- 1 (m+ 1)!

(8.70) Il =

sem — oo. Possiamo quindi sceglierain modo chel < 5. Perl si ha invece: (ferma
restando la scelta fatta pe),

(8.71) I < Zc(n |<)'k"k AN c(n k)|Z°| 0

sen — oo percle, come facilmente si verifica per induzionelsdim,,_,, c(n,k) = 0. O
Teorema 8.27.Si ha:
(8.72) gV=¢.a", @=¢, & =e?

Dimostrazione.Per provare la 1. utilizziamo il teorema pecedente ed il fatto che le serie
sono tutte assolutamente convergenti. Si ha:

(8.73) Z(HW) Zn, Z( )zkvv” Z Zk,(n G
S o w!
"2 g e
Per provare la 2. basta passare al limite nell’ idantit
(1e5) =(+3)

€F = € = &€ = % = (*)?
da cui la tesi. O

Proviamo infine la 3.
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Definizione 8.9.Poniamo
cost = Re' sent = J€'; Vt € R.

ovvero , . . .

dt 4 gt dt _ dt

sent = —;
2 2

Teorema 8.28.Per ogni te R si ha:
t2n+l

sent = Z( 1)n(2n+1)l cost—Z( 1)”(2n)|.

Dim. Infatti, dalla def|n|2|one segue

3 el + et B (i) + (=it)" 1 > a1+ (=),
(8.74) cost = > = Z I = Enz:(;l Tt

cost = VteR.

S (L

2n
@) t YteR.

’M

=0
Similmente,

et ()" - (=" 1 ( D o
(8.75) sert = — nZ; 2in 5;

o (1) o
SN T e yeg,
HZ:; @n+ 1) ©

Osservazione 8.5Se te [0, 1] la serie del seno soddisfa le ipotesi del teorema di Leibniz
e quindi si ottienesent < t. Tenuto conto che, sest 1 la diseguaglianza € ovvia e della
simmetria, si ottiene:

(8.76) |sent| <|t| VteR.
Come ulteriore applicazione del teorema di Leibniz, si trae infine,

(8.77) t- ;—3' <sent<t vt e [0, 1].
Procedendo similmente con la serie del coseno si trova
(8.78) 1- g <cost<1 Yte[0,1]
da cui,

1 - cost

(8.79)
Osservazione 8. 6Notiamo che si ha:

(8.80) sern = Z o; |t2j+1 +o(t?™1), cost = Z i) t2J +o(t?), t— 0.

1)
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Infatti, per ne N, e|t| < 1, si ha:

(8.81)
. D
sen - Z(2J+1)' e = Jzn;l(zjﬂ)' e

<>

j=n+1
Similmente si dimostra la formula per il coseno.

t2]+1 2n+3 t2(] n _ t2n+1
aEy >, =

j=n+1
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9. RICORSIONE ED APPLICAZIONE ALLA RISOLUZIONE APPROSSIMATA DELLE EQUAZIONI
9.1. Successioni ricorsive.
Definizione 9.1.Sia f: (a,b) — (a,b), X € (&, b). La successione definita ponendo
(9.1) X € (8,0), Xni1 = f(X)) VneN
si dice successione ricorsiva di funzione generatrice f.

Lo scopo di questo paragrafo e di dare una procedura che permetta la determinazione
dell’ eventuale limite della successione.

Definizione 9.2.Sex € (a,b) & tale che {x) = x allora si dice un punto fisso per la
funzione f

Teorema 9.1.Sia f: (a,b) — (a,b), Xp € (a,b), e supponiamo f continua ia, b). Se la
successiong (9.1) & convergente allora il suo limite &€ un punto fisso di f

Dimostrazione E sufficiente passare al limite nella legge ricorsiva che definisce la suc-
cessione. O

Teorema 9.2.Sia f : [a,b] — [a b] e supponiamo che esis@e < k < 1 tale che
|f(x1) — F(%)l < KIxg — Xal, VX1, X2 € [& b]. Allora la successiong (9.1) & convergente.

Dimostrazione.Usando la legge di definizione si ha:
(9.2) i1 = Xal = [T (%) = (-2l < KX = X1l < -+ < KXg = %l = O
e quindi

[Xnp = Xnl < [Xnrp = Xnrp-al + Xnrp-1 — Xnrp-2l + -+ + [Xns1 — X

+0o0
(9.3) < (KPR kP = Yol < ) KX = Xol
j=p
kP
- 1-k
La successione quindi convergente perelverifica la condizione di Cauchy. |

[X1 = Xo| = 0, p— +o0.

Data la successiong (9.1) consideriamo la funzigigp = f(t) —t. Il segno della
funzionep puo dare informazioni sull’ eventuale monotonia della successione da studiare.

Infatti, ¢(a,) = f(a,) — a, = an1 — &, € quindi sep(a,) > 0, ¥n la successionéa,} €
crescente mentre se g€a,) < 0, Vn la successionf,} € decrescente.

Esempio 9.1.Studiamo la successione ricorsiva definita ponendo

Xo = 3,
X1 =1+2x2 VYneN

In questo caso si ha: (f) = 1+ 3t? e quindig(t) = 1+ 3t —t > 0, Vt € R e quindi la
successione € monotona crescente percio regolare. Supponiamo che la sucdeggione
sia convergente. Siccome la funzione f e continua, il limite della successione dovrebbe
essere uno dei punti fissi di Poiché la funzione f non ha punti fissj, % +co.
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Esempio 9.2.Studiamo la successione ricorsiva definita ponendo

Xo = 3,
X1 = V¥ YNEN

In questo caso si ha: (f) = t e quindig(t) = Vvt —t, Vt € R. La funzioneyp(t) &
positiva nell’ intervallo]0, 1[ e negativa altrimenti. La successione € monotona crescente

a patto che i suoi termini si trovino tutti in tale intervallo. Per provare che tutti i termi-

ni della successione stanno nell’intervallo procediamo per induzione sy a [0, 1].
Supponiamo cheyxe [0, 1] e proviamo che x; € [0, 1]. Poiché x,1 = f(x,) proviamo

che ([0, 1]) c [0, 1]. Cio e evidente dal fatto che la funzione f & crescent®,d]. A

guesto punto la successione e convergente perché monotona e limitata. Il suo limite € uno
dei punti fissi di f e quindi puo essere solta®oppurel. Dalla monotonia segue che

X, — L.

In modo simile si possono studiare le successioni seguenti:

1.
Xo =3,
{ X1 = X=X, +1 VneN

2.

X =2,

X1 =35 VYNEN
3.

Xo =3,

xn+1—2’ﬁ(:1 VYneN
4,

5 Algoritmo di Erone

Xo = 2,
X1=24+1 VYneN

X =1,
X1 = V2+ X, VneN
9.2. Risoluzione numerica delle equazioni.

Teorema 9.3(metodo di Newton)Sia f : [a,b] — R di classe G([a, b]), convessa, tale
che f(a) > 0, e f(b) < 0. Siax I'unica soluzione dell’ equazione(X) = 0. Allora, la
successione definita in maniera ricorsiva dalla legge

X = 4,
Xnel = Xn — ff/(();;)) = g(xn) YneN
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e convergente ag.

Dimostrazione.l punti fissi dig sono gli zeri dif e quindi l'unica radice che per ipotesi

abbiamo,x"€]a, b. Inoltre ¢(t) = g(t) -t = —1% e quindif e ¢ hanno lo stesso segno.

Proviamo chex, € [a,X]. X = a che ovviamente appartiene all’ intervalla, k]. Sup-

poniamo che<n € [a,b] e proviamo chex,,; € [a,b]. Siha:g: [a, X] — [a, X]. Infatti,

g = fz > 0 ¥x € [a,X] e quindi la funzioneg & crescenteg([a, X]) = [g(a), g(X)] =
f(a)

[g(a),X] c [a X]. Infatti, g(a) = a — @ > & La successione risulta quindi limitata e

crescente quindi convergente all’ unico punto fissoeke O
Teorema 9.4(metodo delle corde)Sia f: [a, b] — R una funzione continua e convessa,
f(a) < 0, f(b) > 0. Supponiamo che I'equazionéxj = 0 abbia una sola soluzionein
[a,b]. Allora la successione definita in modo ricorsivo mediante la legge

Xo = Q,
f b-
Xoe1 = Xn— 1iGe YneN

e convergente ag.
Dimostrazione Per comoda (tale restrizione si gurimuovere) supponiamo che la fun-
zionef sia derivabile. Posté(t) =t — f(t)f(b) f(t), ep(t) = F(t) - t, si ha:
t
=—f
quindi la funzionep ha segno opposto a quello Hilnoltre
f(b)
————(f(b) - f(t) - f'(Y)(b-1)) >0
Fo—fop(® - fO-Ob-)
e quindi, siccomé- e crescente,
F([a, X)) = [F(a), F(X)] = [F(a),X] < [a X].
L'ultima inclusionee valida perch F(a) — a = ¢(a) > 0. Quindi tutti i termini della
successione appartengono all'intervalioX] per cuix, — x. O

F/(t) =

Definizione 9.3.Data la successione ricorsiva,x = f(x,), convergente ad, diciamo
che ha ordine di convergenzase, posto k= |f(X,) — X,|, esiste M> 0O per cui si ha:

Eni < MEZ,  VneXl.

Teorema 9.5.Data la successione ricorsiva.x = f(x,), convergente ad, supponiamo
chedf’(x) # 0. Allora la convergenza & del primo ordine.

Dimostrazione.

Enit = [Xne1 — X = | T(X)) = T(X)| = ‘f(xn)

f
Xn—ﬂ‘lxn X < M|, — X = ME,

doveM = sup‘f(x)j:—:;@ :

O

Teorema 9.6.Data la successione ricorsiva x = f(x,), convergente ad, supponiamo
chedf’(x) =0, f”(X) # 0. Allora la convergenza é del secondo ordine.
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Dimostrazione Applichiamo la formula di Taylor arrestata al secondo ordine con il resto
nella forma di Lagrange con centro nel punt@i ha:

_ 1 1
Xnr1 = X = F(%0) = F(X) = /() (%, = X) + Ef"(C)(Xn - X)% = Ef”(C)(Xn - X)?
da cuiEn,; < 3 max|f”|EZ o

Esempio 9.3.La successione ricorsiva utilizzata nel metodo di Erone ha ordine di con-
vergenzar = 1.

9.3. Integrazione numerica. In questo paragrafo diamo un rapido cenno soltanto ad
uno dei tanti metodi di integrazione numericdmetodo dei rettangoli.

Teorema 9.7.Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann nell'inter-
vallo [a, b]. Supponiamo inoltre che la funzione risulti lipschitziana di costante k nello
stesso intervallo. Operiamo una suddivisione dell’ intervg#iob] in n intervallini di

eguale lunghezza, itercalando i puntj x a + bT""j con j = 0,1,...n Siagn(X) =

f(x), VYxelxsx[esiaS = [ ¢n(x)dx Allorasiha:

lim £b¢n(x)dx:fabf(x)dx

fabgon(x)dx— f: f(x)d><i < 2—kn(b—a)2, VYneN.

Dimostrazione.Utilizzando la definizione dp, e I ipotesi di lipschitziani& abbiamo:

b b b N
n(X) dX — f(X)dx < lon(X) — F(X)|dx = | f - f(xj)|d
faw(X) X f ) {<faso(x) ()1 dx JZ;f () - F(x)Idx

- 8 k < 2 2 K 2
Ska |x—xj|dx:—Z(xj - Xj-17) = =—=(b—a)~.
— Sy 2 = 2n

ed inoltre

(9.4)
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10. INTEGRAZIONE SECONDO RIEMANN
10.1. Funzioni semplici.

Definizione 10.1.Dato un intervallo[a,b] ¢ R consideriamo una sua decomposizione
ovVvero,

A={Xg=a<X <X <-+< X1 < X, = b}
e la funzione

n
100 =) cx( . YXER, G ER.
j=1
Diciamo che f e una funzione semplice a supporto compatfa,io]. L'insieme delle
funzioni semplici a supporto compatto si indica can S

Definizione 10.2.Sia f : R — R una funzione semplice a supporto compatto nell’
intervallo[a, b]. Diciamo integrale della funzione il numero

f ) dx= )" ¢i(xj - Xj1).
R -1

Teorema 10.1.Siano fge S, ea,B € R. Allora,
L [(ef(q)+Bg(¥))dx=e [ f(X)dx+p [ g(x)dx;
2. f(x) < g(x) implica [ f(x)dx< [ g(x)dx,
3. [ f(9dXq < [ 1f(1dx
10.2. Definizione di Integrale secondo RiemannSia data una funzione fR — R. Se
ue Se:ux) < f(x), Yx e R la funzione u si dice una somma inferiore di f. Similmente,

Sev e S;:v(X) > f(X), VX € R la funzionev si dice una somma superiore di f. Siccome
risulta

(10.2) [Ru(x)dxsfkv(x)dx

i due insiemi numerici

(10.2) {fR u(x)dx : ue S, u< f}
e

(20.3) {jl;v(x)dx T VE S, v f}

risultano separati. Se risultano anche contigui allora la funzione f si dice integrabile
secondo Riemann e I' elemento separatore delle due classi numeriche si dice integrale
della funzione. Poniamo quindi,

(10.4)

ff(x)dx:sup{fu(x)dx T UESE U< f}:inf{fv(x)dx S VESe v f}.

Non tutte le funzioni sono integrabili secondo Riemann.
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Esempio 10.1(Funzione di Dirichlet) Sia f(X) = xonp.1(X). Se u< f allora u(x) < 0
mentre se(x) > f(x) allora v(x) > 1. Da cid segue immediatamente che
(10.5)

sup{fu(x)dx: ue S, usf}:O, inf{fu(x)dx: vE S, vzf}:
R R

10.3. Alcune proprieta dell’ integrale.

Teorema 10.2.Siano fg : R — R due funzioni integrabili secondo Riemann. Allora,
f +geaf, a € R, sono integrabili. Inoltre si ha:

fR(f(x)+g(x))dx:Lf(x)dx+Lg(x)dx, Laf(x)dx:aLf(x)dx

Dimostrazione Dimostriamo la prima fiermazione. Dalla definizione di integrakaljt
fissatoe > 0 possiamo trovare,, vy, Uy, v, tali che:

(10.6) < f <o, <g<o,

ed inoltre

(20.7) f(vl—ul)dx< &, f(vz—UZ)dX< £.
Dalle precedenti relaz;lf)ni si ha: )

(10.8) U+U < f+g<u +uoy,

ed inoltre

(20.9) fR(vl +v2) — (U + W) dX < 2¢

da cui segue I' integrabikt della funzionef + g. Infine, dal fatto che la funzioné + g &
integrabile

(10.10) f(u1+u2)dxs f(f +0g)dx < f(vl+uz)dx

ma ricordando I’ integrabilé delle singolef eg, si ha:

(10.112) fuldx<ffdx<fvldx
fuzdx<fgdx<fv2dx
e quindi

(10.12) f(u1+u2)dx:fu1dx+fu dx ffdx+fgdx
fldx fvzdx f(Ul-l-Uz)dX

e la tesi segue dall’ unictdell’ elemento separatore. O
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Teorema 10.3.Siano g : R — R due funzioni integrabili secondo Riemann. Supponi-
amo inoltre che £x) < g(x), Yx € R. Allora, fR fdx< fR gdx.

Dimostrazione.Osserviamo chl(x) = g(x) — f(x) > 0, Yx € R e quindi

th(x)dxszde:O

e quindi la tesi dal teorema precedente. O

Teorema 10.4.Sia f : R — R. Condizione necessaria e fgaiente ginche f sia
integrabile secondo Riemann e che tali siarfo ff-.

Dimostrazione Ricordiamo che si pusempre scrivere:

(10.13) f)=1"xX)-f(x), [fX)=F"X+ (X,

e quindi saa suficiente provare che dalla integratlitiella funzionef segue quella della

funzione f*(x). Supponiamo quindi ché € integrabile. Assegnat > 0 esistono due
funzioni a scalino — rispettivamente minorante e maggiorante della funtietai che

(10.14) f(v—u)dx< €.
R
Per provare che la funziorfe e integrabile basta considerare le funzionev*. Si ha:
(10.15) f(v—u)dxsf(zﬁ—u*)dx< €.
R R

O

Teorema 10.5.Sia f : R — R integrabile secondo Riemann. Allof&| e integrabile
secondo Riemann ed inoltre,

(10.16) 'Lf(x)dx{ngﬁ(x» dx.

Dimostrazione Per il fatto che la funziong (x)| € integrabile si ha che lo sorfd ed f~.
Da qui si ha subito l'integrabilit della funzionef in quanto diferenza di due funzioni

integrabili. Infine,
fRf(x)dx{: fR(f*(x)—f‘(x)) d><1s fRf+(x)d><{+ fRf‘(x)dx{

:fRP(x)dx+fRf‘(x)dx:fR|f(x)|dx.

10.4. Integrali delle funzioni definite in un intervallo.

(10.17)

Definizione 10.3.Sia f : [a,b] — R. Prolunghiamo la funzione definendola identica-
mente zero fuori d[a,b]. Detto f* il prolungamento, diciamo che f & integrabile in
[a, b], se tale risulta f in R. In tal caso poniamo

(10.18) f[b]f(x)dx:jéf*(x)dx.
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10.5. Alcune classi di funzioni integrabili.

Teorema 10.6.Sia f: [a, b] — R una funzione monotona. Allora f risulta integrabile in
[a,b].

Dimostrazione Per fissare le idee supponiamo la funzione crescenta, b).[ Decom-
poniamo I'intervallo f, b] in intervalli tutti della stessa ampiezza. A causa della monoto-
nia della funzione risulta

(10.19) m; z[ inf | fO) > f(x1), M;j= sup f(x)<f(x), j=1...,n.

Xj-1,Xj [Xj,l,Xj]

A questo punto consideriamo la seguente coppia di funzioni a scalino rispettivamente
minorante e maggiorante delfa

n n
(1020) U(X) = Z mj X[Xjfl,Xj](X) » U(X) = Z Mj/\/[Xjfl,Xj](X) .
=1 j=1
Chiamiamaos I'ampiezza di ciascun sottointervallo della suddivisione. Si ha:

(10.21) f (v(X) = u(x)) dx = Z(M = M)(Xj = Xj_1) < Z(f(xj*) — FOG_D)(Xj = Xj-1)
R i=1 =1

=6 ) () = F(xy)) < 6(f(b) - F())
=1

e quindi la tesi scegliendb< |

f(b)ff(a)'
Teorema 10.7.Sia f: [a,b] — R una funzione continua. Allora f risulta integrabile in
[a,b].

Dimostrazione.Siccome la funzion@& continua su un intervallo compatto, risulta uni-
formemente continua per il teorema di Cantor. Silenumero la cui esistenzagarantita
dalla definizione di uniforme continait Decomponiamo l'intervallcg] b] in modo che i
sottointervalli abbiamo tutti ampiezza minoresdd poniamo

(10.22) m; = [Xmin f(x) = f(xj), M; = [max f(x) = f(x).

j-1.Xj] Xj-1,X]
Fissatoe > 0 scegliamo la seguente coppia di funzioni a scalino rispettivamente mino-
rante e maggiorante dellg

(10.23) UOY = D" Mg g (), 00 = > M ¥ 11 (0
j=1 j=1
Si ha:
(10.24) f (00 = u(9) dx= > (M = m)(x; = X;-1) = D (F() = TR = %5-a)
R =1 =1

<€) (X -%1)=elb-2a)

=1



APPUNTI DI ANALISI MATEMATICA 91

da cui la tesi. O

Teorema 10.8.Sia f: [a,b] \ {x} — R ivi continua e limitata. Allora f risulta integrabile
in[a,b].

Dimostrazione Fissatoo- > 0, la funzionef e continua, e quindi integrabile, negli in-
tervalli [a, X — o],[X + o, b]. D’altra parte la funzione limitata in [, b] e dunque in
[X— o, X+ o]. Fissatoe > 0 sianou e v due funzioni a scalino rispettivamente minorante
e maggiorante delld tali che f(v — u)dx < e la cui esistenz& garantita dall'integra-
bilita della funziong . Modifichiamo tali funzioni nell'intervallo X— o, X+ o] ponendole
costantemente pari ad inf e sup della funzidné questo punto si ha:

b
(10.25) f (v—u)dx < e+ (supf(x) — inf f(x))20

a [ab] [a.b]
e si conclude sfruttando 'arbitrari&etiel numeraer. m|
10.6. Funzione integrale.

Teorema 10.9.Sia f: [a,b] —» R e sia[c,d] C [a,b]. Se f e integrabile ifia, b] allora e
integrabile anche irc, d].

Dimostrazione.ovvia. m|

Teorema 10.10.Sia f: [a,b] — R e sia ce]a, b[. La funzione f & integrabile ifa, b] se
e solo se € integrabile sia j@&, c] che in[c, b].

Inoltre si ha:
b C b
(10.26) ff(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx.
a a C
Dimostrazione Basta considerare le funzioni
(10.27) f1(X) = £(X) - xaq(¥), (%) = F(X) - x1cn(X) -

Infatti, se f & integrabile in & b] lo € anche in ogni sottointervallo per il teorema prece-
dente. Inoltre, siccomé&(x) = f1(X) + fo(x) allora,

(10.28) Lb f(X)dx= j;b fl(x)dx+£b fo(xX)dx = j: f(x)dx+j;b f(X) dx.

Definizione 10.4.Sia f: [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemaniayb]
e sia % € [a, b]. Definiamo

(10.29) F(X) = f fyd,  Vxel[ab].
Xo

La funzione F si dice una funzione integrale di f.

O

Teorema 10.11.Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile e sigxun punto del-
I'intervallo [a b]. Allora, la funzione integrale definita dalla legde (10.4) & continua in
[a, b].
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Dimostrazione.Proviamo che la funzione integradéeuniformemente continua. Infatti, se
X',X"" sono due punti did, b] si ha:

X/f dx— XHf d
I e I 0 {
f f(x)dx{s f |f(x)|dx{gsup|f(x)||x’—x”|.

[ab]
A questo punto, s’ — X”| < d risulta,

(10.31) IF(X) = F(X")| < &sup|f(X)|
[ab]

(10.30) IF(X) - F(X")| =

e, scegliende < si ottiene I'uniforme continud. ]

€
SURay [T (X

Teorema 10.12(di differenziazione dell'integrale)Sia f : [a,b] — R ivi continua.
Allora la funzione integrale di f € una primitiva della funzione f

Dimostrazione.Siax € [a, b]. Proviamo chelF’(X) = f(X). Si ha:

F(X+h) - F(9 :}(fx_+hf(t)dt-fx_f(t)dt):%fmf(t)dt-
X %o X

h h

Proviamo che, comunque si figsi> 0 € possibile determinae> 0O :
F(x+h) - F(X)

R
Infatti, per la continuid della funzionef esistef € [X, X + h] tale che:

FEED=F r)= 11 - 1091 <

—f()_()‘<3, YO<|h <é.

O

Osservazione 10.1Se la funzione f non e continua, la tesi del teorema non sussiste.
Basti pensare infatti al caso in cui la funzione f ha una discontinuita di tipo salto, ad
esempio la funzione caratteristica dell'intervall@, +oof.

Corollario 10.1. Sia f : [a,b] — R una funzione continua ipa, b] e sia F una sua
primitiva (esiste per il teorema precedente). Allora si ha:

(10.32) fbf(x)de f[b] f(x)dx = F(b) - F(a).

Dimostrazione.Consideriamo come primitiva la funzione integrale di punto inizigle
a. Si ha:

(10.33) F(X) - F(a) = fxf(x)dx ¥xe [aDb].

In particolare, s = b si ottiene la tesi. O
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10.7. Metodi di integrazione.
Teorema 10.13.Siano fg: [a,b] — R, di classe Cin [a, b]. Allora, si ha:

b b
(10.34) f (g () dx = [F()g(x)]5 - f f7(x)9(x) dx.
a a
Dimostrazione.Segue immediatamente dalla regola di derivazione del prodotto. O
Teorema 10.14.Sia f : [a,b] — R una funzione continua e sia: [a,8] — [a, b] una

funzione di classe ©tale chey([a, 8]) = [a, b]. Allora,

b i
(10.35) f f(X)dx = f f(p(t) ¢'(t) dt.
a a
Dimostrazione.SeF e una primitiva dif, si ha:

(10.36) dEtF(QO(t)) = He®)¢' (),  Vie[a.pf]

e quindi,

s b
(10.37) f fle()¢' () dt = F(p(B)) — F(e(e)) = F(b) - F(a) = f f(x) dx.

O

10.8. Integrazione delle funzioni razionali. Sia% una funzione razionale. Con un
numero finito di eccezioni la funzione & continua e quindi ammette primitive. Non & re-
strittivo considerare il caso in cui il grado del polinomio al numeratore risulti inferiore a
guello del denominatore. A questo caso infatti ci si riconduce facilmente eseguendo la di-
visione tra numeratore e denominatore. A questo punto supponiamo di avere fattorizzato
il denominatore nel modo seguente:

p k
(10.38) Q) = [ Jox—ap™- [ |0&+px+ )V, vxeR

=1 =1

dovem+mp+---+2n; + 2np + - - - + 2n, = 6(Q).
Sussiste il seguente teorema di decomposizione in fratti semplici:

Teorema 10.15.Data la funzione razional%% il cui denominatore & stato fattorizzato
nel modo di cui sopra, € possibile trovarg /8;j, Ci; € R in modo che:

P(X) L B|JX+Cij
(10.39) 0 ZZ(X a.)1+22(x2+p.x+q)l VX £ aa, ... ap.

i=1 j=1 i=1 j=1

In virtt del teorema precedente, il calcolo delle primitive di funzioni razionali si riduce
a pochi e semplici integrali di particolari funzioni razionali. Infatti, gli integrali del tipo
dx

(10.40) -
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sono immediati. Gli integrali del tipo

Ax+ B

10.41

( ) f (% + px+ q)”

conA = p? — 4q < 0, si possono ricondurre a quelli della forma
Ax+ B

10.42 —_—

( ) (x2+ 1)

mediante la tecnica elementare di completamento dei quadrati. Il tutto si riduce quindi al
calcolo dei due integrali

X 1
Il primo si calcola facilmente perch‘e
X _ D(¢ +1) 1)
(10.44) (@ + 1) dX— (X2 n 1)n (fyn )y—x2+1

mentre per quanto riguarda il secondo, proviamo la seguente formula che ne consente il
calcolo in maniera ricorsiva:

1 1 X

10.4 lhi1=(1-=|lh+ —m=————
(10.45) ( 2n)n+2n(X2+l)n,
dove |, = f (X2+1)n Per provare la formula, cominciamo osservando che

1 X2 +1-x?
(10.46) Inet = f (2 + 1)L dx = 0@ + 1)n+1 f 0@ + 1)n
Per calcolare I'ultimo integrale a secondo membro, osserviamo che

2n
2 -n _
(1047) D(X + 1) n— —W
e quindi possiamo applicare la regola di integrazione per parti ottenendo
X2 1

10.48 — | ——=dx== | xD(¥*+1)"dx
( ) f(x2+1)” 2nf (O +1)

_i(x i x 1
“on\o@+1) " 2n(@+1) 2n"
10.9. Integrali generalizzati ed impropri.

Definizione 10.5(Integrali generalizzati)Sia f :]a, b] — R una funzione non limitata in
un intorno di a Supponiamo la funzione f integrabile secondo Riemarja ine, b], per
ogni0 < & < b— a. Allora possiamo definire una funzione]0,b — a] — R mediante la

legge

b
(10.49) I(s) = f f(x) dx.
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Diciamo che la funzione (k) € sommabile in senso generalizzatdanb] se esiste finito
il seguente limitdim,_q+ () = fab f(x) dx In tal caso poniamo, per definizione,

(10.50) fb f() dx= lim 1(e).

Si procede in modo analogo se la funzione non € limitata in un intorno del puiNelb
caso in cui la funzione risulta non limitata in un intorno di un puntele, b[ la funzione si
dice sommabile ifia, b] se risulta separatamente sommabile nei due interjalt], [c, b]
e si pone per definizione

(10.51) fb f(X)dx= fcf(x)dx+fb f(X) dx.

Esempio 10.2.La funzione {x) = )«i e sommabile nell’ intervall§0, 1] perO < a < 1.
Esempio 10.3.La funzione {x) = log x & sommabile nell’ intervall§0, 1].

Definizione 10.6.(Integrali impropri) Sia f: [a, +co[— R una funzione limitata ed inte-
grabile in[a, T], per ogni T > a. Allora possiamo definire una funzione [a, +oo[— R
mediante la legge

I(T):fo(x)dx

Diciamo che la funzione(k) € sommabile in senso improprio[ia, +oo[ se esiste finito il
seguente limitém+_,., I(T) = fa f(xX) dx In tal caso poniamo, per definizione,

fm f(dx=_lim 1(T).

Esempio 10.4.La funzione {x) = )«i e sommabile nell’ intervall¢l, +oo[ pera > 1.

Esempio 10.5.La funzione {x) = e* & sommabile nell’ intervalld0, +oo[. Natural-
mente sussiste una definizione analoga nel caso in cui la funzione integranda risulti
definita nell’ intervallo] — oo, a]. Infine, si pone

[:O f(X)dx= f:o f(x)dx+fc+oo f(x)dx

dove c e un punto scelto ad arbitrio i

Osservazione 10.2Le proprieta degli integrali di Riemann si possono estendere senza
difficolta a questi nuovi tipi. Tuttavia non e vero che il modulo di una funzione sommabile
e sommabile.

10.10. Criteri di sommabilit a.

Teorema 10.16.(di confronto)Siano ,fg : [a, +oo[— R tali che0 < f(X) < g(x),Vx €
[a, +oo[. Allora:

e Se g e sommabile, tale € anche f

e Se f éintegrabile ma non sommabile, tale risulta anche g
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Dimostrazione Proviamo la 1. La funziongglX f(t) dt & crescente e quindi regolare. Nel
caso chay € sommabile si ha:

faxf(t)dts faxg(t)dtg famg(t)dteR

da cuila tesi. ]
Corollario 10.2. Sia f: [a, +oo[— R tale che, per almeno un valore> 1, si abbia che
3 lim [f(X)x* =1 #0.
X—+00
Allora la funzione f & assolutamente sommabile (ovyHr® sommabile) ifa, +oo[.

Teorema 10.17.Sia f : [a, +co[— R una funzione assolutamente sommabilfain-ool.
Allora f & sommabile ifa, +oo[ € risulta

fam f(x)dx{ < famlf(x)dx]

Dim. Se f e integrabile ifia, b] allora lo sono anche le funzioni*f f~ e quindi|f|. Per
confronto, f, f~ risultano sommabili ifa, +o[ e quindi si ha:

fo(x)dx{slef(x)dxlsfmlf(x)dx], YT > a

da cui, facendo tendere T+ si ha la tesi. O
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Teorema 10.18(Formula di Taylor con resto in forma integrale§e f € una funzione
regolare in un intorno di ¥, si ha: ...

Dimostrazione.

f(x) - £(0) = fo £(t) dt = fox(t — X f/(t) dt

X
= [(t- %) ') - f (t—x) (1) dt
0
(10.2)
X W2\ 2 X
:xf’(O)—f u f(t)dt = xf'(0) + X—f”(O)-i-}f(t—X)zf”’(t)dt
0 2 2 2 Jo
Continuando iterativamente si ottiene

f(x) = TO[F1(x) + % fo X(t — )" () dit.
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